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PREFACIO DE LOS EDITORES 


Nuestro gran amigo y maestro Imre Lakatos falleció inesperadamente 
el 2 de febrero de 1974. En aquellos momentos, estaba embarcado 

diversos proyectos intelectuales, como era corriente en él. De entre 
ellos, uno de los más importantes consistía en la publicación de una 
versión modificada y aumentada de su brillante ensayo «Proofs and 
Refutations» que apareció en cuatro partes en The British Journal for 
He Philosophy of Science, 14, 1963-4. Hacía ya mucho tiempo que Lakatos 
había contratado dicho libro, si bien había postergado su publicación 
con el deseo de corregir y mejorar más aún el ensayo, añadiéndole 
importante material extra. La obra se retrasó considerablemente por 
la desviación de sus intereses hacia la filosofía de la c física, 
si bien en el verano de 1973 decidió finalmente llevar adelante la 


publicación. A lo largo de ese verano, cada uno de nosotros d 
Con d los planes relativos al libro, por lo que, tras este 
bio de circunstancias, hemos intentado dar а luz un lil 


sg 
e lo más 


parecido posible al que entonces proyectaba Lakatos. 

Además del ensayo original, «Proofs and Refutations», (que aparece 
aquí como Capítulo 1) hemos incluido tres muevas partes. En primer 
ñadido una segunda parte al texto principal, relativa 
ial de Poincaré de la conjetura de Descartes- 


a la prueba algebraico-vect 


Euler. Está basada en el capítulo 2 de la tesis doctoral que Lakatos 
presentó en Cambridge en 1961. (El ensayo «Proofs and Refutations» 
original constituía una versión muy corregida y mejorada del capítulo 


ciado, 


LERSEEXZLLILLILILILIILILILILIILLIILISTIIXIX) 


S bod 


етт 


i Imge Lakatos 
primero de dicha tesis.) Una de las partes del capitulo 3 de la tesis 
aparece aquí como Apéndice 1, conteniendo otro ejemplo del métoco 
de pruebas y refutaciones. Se ocupa d 
del teorema que afirma que el límite de cualquier serie convergente 
de funciones continuas es él mismo continuo. Tanto el Capítulo 2 del 
texto principal como el Apéndice 1 habrian de c 
menudo expresadas por los matem: 
Refutations», cn el sentido de que 
la prueba descrito por Lak 


la demostración de Cauchy 


ar las dudas a 
icos que han leído «Proofs ard 
aunque el método de 


pueda aplicarse al estudio de los poliedres, 


nilisis de 


un tema «cuasiempirico» en d que los contracjemplos son fácilmente 
visualizables, con todo podría resultar inaplicable a las matemáticas 

es». El tercer añadido (el apéndice 2) también está basado en una 
de las partes del capítulo 3 de la tesis de Lakatos, y versa acerca de 


las consecuencias de su posición para el desarrollo, presentación y 
enseñanza de las matemáticas. 

Una de las razones por las que Lakatos retrasó la publicación fue 
el reconocimiento de que, aunque parte del material cxtra contería 
muchas nuevas cuestiones y desarrollos de su posición, con todo precisi- 
ba mayor consideración e investigación histórica, cosa que resulta espe- 
cialmente cierta del material (del apéndice 1) sobre Cauchy y Fourier 
También nosotros somos conscientes de ciertas dificultades y ambigúeda- 
des en este material, así como de algunas omisiones. Con todo, considera- 
mos que no debiéramos cambiar el contenido de lo escrito por Lakatos, 
sin que estemos en condiciones de suministrar la investigación histórica, 
necesariamente larga y detallada, precisa para elaborar y completar exc 
material. Así, pues, ante la alternativa de no publicar en absoluto dicho 
material o publicarlo en estado inacabado, hemos optado por esto último. 
Consideramos que hay en él muchas cosas de interés y esperamos 
que sirva de estímulo para que otros estudiosos lo amplíen y corrijan 
si es necesario. 
general, no hemos tenido a bien modificar el contenido cel 
material de Lakatos, incluso por lo que respecta a aquellas de sus 
partes que expresan posiciones que estamos seguros que Lakatos habría 
modificado. Por tanto, nos hemos limitado a señalar (en notas señaladas 
mediante un asterisco) algunas de aquellas cosas sobre las que hubiéra- 
mos llamado la atención de Lakatos, tratando de persuadirle para que 
las cambiara, en la creencia de que, en la práctica, Lakatos hubiera acce- 
dido a esos cambios al publicar ahora el material. (Como es natural, su 
posición intelectual había cambiado considerablemente a lo largo de 
los trece años que median entre la terminación de su tesis doctoral 
y su muerte. Los cambios más importantes en su filosofía general 
quedan explicados en su [1970]. Habría que mencionar el hecho de 
«ue Lakatos consideraba que su metodología de los programas de 


vue y refuraciones n 


investigación cientifica tenian importantes implicaciones para su filosofía 
de las matemáticas.) 
Nues 


a politica en cuestiones de presentación ha sido la’ de dejar 
¡ente intacto el material que el propio Lakatos había pul 
(es decir, el capítulo primero del texto principal). La única excepción 
es una serie de erratas de imprenta y otros deslices obvios sin importan- 
cia. Sin embargo, hemos modificado de un modo más bien substancial 
el material publicado aquí por vez primera, Si bien, repetimos, sólo por 
lo que respecta a la forma y no al e 
de un modo de proceder más bien i 
par de cosas a modo de justificación. 
Lakatos siempre procedía con sumo cuid 


wenido. Puesto que se t 
al, quizá convenga decir un 


lo en la presentación 
de cualquiera de sus materiales que fuese a ser publicado y, antes 
de publicarlo, hacía siempre que circulase ampliamente entre sus colegas 
y amigos en busca de críticas y sugestiones acerca de cómo mejorarlo. 
No nos cabe duda de que el material que aquí se publica por primera 
vez habría recibido semejante tratamiento, sufriendo cambios mucho 
más drásticos de los que hemos osado introducir nosotres. El conoci- 
miento que poseemos, a través de la experiencia personal, de las molestias 
que se tomaba Lakatos para presentar sus posiciones lo más claramente 
posible nos ha obligado a intentar mejorar la presentación de este 
material del modo más eficaz posible. Es evidente que estos nuevos 
añadidos no están lo bien que estarían si el propio Lakatos hubiese 
revisado el material en que se basan. Con todo, nos consideramos 
lo suficientemente próximos a Lakatos y lo bastante implicados en 
algunas de su publicaciones anteriores como para llevar adelante el 
intento razonable de elaborar el material, aproximándolo un tanto a 
su elevado nivel de exigencias. 


para nosotros un placer haber tenido oportunidad de realizar 
esta edición de algunos trabajos importantes de Lakatos en filosofía 
de las matemáticas, puesto que ello nos permite descargarnos de una 
parte de la deuda personal e intelectual que tenemos contraída con d 


John Worrall 
ie Zahar 
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INTRODUCCION DEL AUTOR 


En la historia del pensamiento, ocurre con frecuencia que, cuando 


surge un nuevo método, el estudio de aquellos problemas que pueden 
tratarse con su ayuda avanza rápidamente, atrayendo sobre sí la atencón, 
mientras que el resto tiende a ser ignorado e incluso olvidado, desprecián- 
dose su estudio, 

En nuestro siglo, esta situación parece haber surgido en la Filosofía 
de las Matemáticas, como resultado del desarrollo dinámico de la meta- 
matemática. 

El contenido de la metamatemática es una abstracción de las matemá- 
ticas en la que las teorías matemáticas son sustituidas por sistemas 
formales, pruebas mediante ciertas secuencias de fórmulas bien-formidas 
y definiciones mediante «expedientes abreviatorios» que resultan «eó- 
ricamente climinables», aunque «tipográficamente convenientes» 1. Fue 
Hilbert quien ideó esta abstracción, a fin de disponer de una técnica po- 
derosa para abordar algunos de los problemas de la metodología de las 
matemáticas. Al mismo tiempo, hay problemas que caen fuera del alcan- 
ce de las abstracciones matemáticas. Entre ellos, se hallan los problemas 
relativos a las matemáticas informales (inbaltliche) y а su desarrolle asi 
como todos los problemas relativos a la lógica de la situación de la reso- 
lución de problemas en matemáticas. 


1 Church [1956], 1, págs. 76-7. Cf. también Peano [1894], pág. 49 y Russell y Whitehead 


1910-13), 1, pág. 12. Esto forma pare integrante del programa euclideo, tal como lo 
formula Pascal en [1650]: cf. Lakatos [1962], Pág. 158. 


Con la expresión “escuela formalista" aludiré a aquella escuela de 
filosofía matemática que tiende a identificar las matemáticas con su 
abstracción axiomática formal (y la filosofía de las matemáticas con 
la metamatemática). Una de las enunciaciones más claras de la posición 
formalista se puede hallar en Carnap [1937]. Carnap requiere qı 
la filosofia se substituya por la lógica de la ciencia...», (b) ula ló 
de la ciencia no es más que la sintaxis lógica del lenguaje de la ciencia 
(д «la metamatemática es la sintaxis del lenguaje matemático» (págs. xiii 
y 9). O bien: la filosofía de las matemáticas ha de ser sustituida por 
la meramatemática 

El formalismo desconecta la filosofía de las matemáticas de la histo: 
de las matemáticas, puesto que, de acuerdo con la concepción formalista 
de las matemáticas, éstas no tienen propiamente historia, Cualquier 
formalista estaría básicamente de acuerdo con aquella consideración de 
Russell, expresada «románticamente», aunque dicha con toda seriedad, 
según la cual las Laws of Thought (1854) de Boole constituyeron «el pri- 
mer libro jamás escrito sobre matemáticas». El formalismo niega la 
condición de matemáticas a la mayoría de las cosas que normalmente se 
han considerado tales y no puede decir nada acerca de su desarrollo, 
Ninguno de los períodos «creativos» de las teorías matemáticas, у dificil- | 
mente alguno de los «críticos», habrían de ser admitidos en los cielos 
formalistas, donde las teorías matemáticas moran como los serafines, 
purgadas de todas las impurezas de la incertidumbre terrestre. Con todo, 
es frecuente que los formalistas dejen abierta una puertecilla trasera para 
los ángeles caídos: si resulta que, en el caso de algunas «mezclas de ma- 
temáticas con alguna otra cosa», podemos hallar sistemas formales «que 
las incluyan en cierto sentido», entonces también ellas pueden ser admi 
tidas (Curry [1951], págs. 56-7). Según esto, Newton habría de esperar 
siglos y siglos hasta que Peano, Russell y Quine le introdujesen en el 
ciclo al formalizar el Cálculo. Dirac es más afortunado, ya que Schwartz | 
salvó su alma mientras estaba aún vivo. Tal vez debamos aludir aquí a 
la paradójica condición del metamatemático: de acuerdo con las normas ge, 
formalistas o aun deductivistas, no resulta ser un matemático ho- 
nesto. Dieudonné habla de la «absoluta necesidad impuesta sobre todo 
matemático que se preocupe por la integridad intelectual» (el subrayado, es 
mío) consistente en presentar sus razonamientos en forma axiomática 
(11939), pág. 225) 


Russell [1901]. Este ensayo se reimprimió como capitulo 5 del Russell [1918], con 
A tículo, «Las matemáticas y los menfísicos». En la edición de Penguin de 1953, la 
cita se halla en la pag. 74. En el Prefacio de su [1918], dice Russell de este ensayo: 
Su tono queda en parte explicado por el hecho de que cl editor me pidió que hiciese 
A articulo "lo más romántico que pudiese». 


Bajo el actual dominio del formalismo, uno 


De Eae: Ik kee de Jas rtatenniear que aert della guia de la 
eat, Los dogmas del positivismo lógico han resultado perjudi 


Estos ensayos tienen por fin abordar algunos problemas de la meto- 


(dologia de las matemát metodología’ en un senti 
do próximo a la «heuristica»* de Pólya y Bernays, así como a la «lógi 
са del descubrimiento» o a la «lógica de la situación»? de Popper. La 
reciente expropiación del término “metodología de las matemáticas" para 
utilizarlo como sinónimo de “metamatemática? posce sin duda un cariz 
formalista, que indica que, en la filosofía formalista de 
no hay lugar para la metodología en cuanto lóg 


Uso la palabra 


s matem: 


ca del descubr imientó*: 


3 Según Turquene, los enunciados de Gödel carecen de significado ([1950|, pág. 
129). Turquere argumenta en contes de Copi, quien pretende que, puesto que son verdades 
а prieri. aunque по analíticas, refutan la teoría analítica del a priori ((1949] y [1950]. 
Ninguno de ellos se da cuenta de que la p. 


liar condición de los enunciados gódelianos, 
dende este pano de visa, cuni en qur estos teoremas pertenecen ie la matemática 
informal y nales en un 
caso particular 


є de hecho discuten la condición de las matemáticas infos 


* Pólya [1945], especialmente pág. 102, 
ep. рік. 18 
3 Popper [1934] y también [1945], especialmente pág. 90 (o la cuarta edición, [1962], 
pág, 97): y también [1957], pins. 147 y sige 
«on Tarski [19304] y Tarski [19308]. En el primer 
o ciencias deductivas» explicitamente сото abreviatura 
izadasa. Dice: «Las disciplinas deductivas formalizadas consti 
ión de las metamatemáticas, aproximadamente en el mismo 
sentido en que las ertidades espaciales constituyen el campo de investigación de la geome: 
tria». Esta formulación matizada recibe en el segundo artículo un curioso giro imperialista: 
ls disciplinas deductivas constituyen cl tema de estudio de la metodología de las ciencias 
Jeductivas en un sentido muy semejante а aquel en que las entidades espaciales constituyen 
el tema de estudio de la geometria y los animales, el de la zoología. Naturalmente, 
«das las disciplinas deductive 


asi como [1945], [19624 


Bernays [1947], 


* Esto se puede ejemplificar, v. g 
artículo, Tarski utiliza el térmi 

de sciencias deductivas form 
tuyen el campo de investi 


e presentan en una forma adecuada para ser obje 
tos de la investigación cientifica, Asl, por ejemplo, no son adecuadas aquellas que no des 
cansan en una base lógica definida. las que no poseen reglas de inferencia precisas y 
aquellas cuyos teoremas se formulan en los términos usualmente inexactos y ambiguos de 
lenguaje coloquial; en una palabra, aquellas que no están formalizadas. Las investigaciones 


metamatemáticas se limitan, por tanto, a la discusión de las disciplinas deductivas formaliza- 
das.» La innovación consiste en que, mientras la primera formulación decía que 
de estudio de la metamatemátiea eran las dis 


Según los formalistas, las matemáticas se identifican con las matemáti 
cas formalizadas. Más, ¿qué podemos rir cn una teoría formaliza 
da? Dos tipos de cosas. Primero, podemos descubrir la solución a pro] 
blemasque quina de Turing convenientemente programada resolve 
ria en un tiempo finito (como, por ejemplo: una pretendida prueba, ¿es 
© no una prueba?) Ningún matemático tiene ningún interés cn segui 
el tedioso «método» mecánico prescrito por semejantes procedimientos 
de decisión. Segundo. podemos descubrir la solución de problemas (de 


tipo: ¿es o no un teorema determinada fórmula de una teoría no-decidi. 
ble? 


en los que nos podemos dejar guiar tan sólo por el «método; 


aic «disciplinada y buena 
«intuición iadisciplinad 


Ahora bien, esta fría alte: 


iva entre el racionalismo de 


una máquina 


y el irracionalismo de la ciega adivinanza no val. 
vivas?: una investigación en torno a las matemál 
trará una rica lógica situacional para los matemáticos operantes, una 


para las m 
as informa 


formulación dice que el tema de estudio de la metamatemática se limita a las disciplinas 
dedoctivas formalizadas, solo porque las ciencias deductivas no formalizadas no constituyen 
Qs absoluto objetos convenienter de investigación cientifica. Ello entraña que la prehistora 


Же una disciplina formalizada no puede ser tema de estudio d 
frene a lo que ocurre con la prehistoria de una especie zoológica, que puede constituir 
“лета de estudio de um teoria de la evolución plenamente cientifica. Nadie ропа 
En tela de juicio que algunos problemas de una teoría matemática sólo se pueden abordar 
después de que haya sido formalizada, del mismo modo que algunos problemas acerca 
de lo а su anatomía) tan sólo se pueden abordar 
después de su muerte. Con todo, pocos deducirian de ahí que los seres humanos sólo 
Son eadecvados para la investigación cientificas cuando «se presentan en una forma 'muerta'» 
у que, por tanto, las investigaciones biológicas se limitan а la discusión de cadáveres 
Con todo, n prendería que idenificase la biología con el análicie de cadáveres 
да discipulo emusiasta de Vesalio, en aquellos días gloriosos de la anatomía primitiva, 
сп los que emergia cl nuevo y poderoso método de la disección 

En el Prefacio de su [1941]. Tarski amplia su actitud negativa hacia la posibilidad 
de cualquier tipo de metodología que по sex de los sistemas formalizados: «Un curio 

dología de las ciencias empíricas... debe 


eres humanos (relativos, digamos, 


sobre me itarse en gran medida a llevar 
a cabo evaluaciones y criticas de pasos tentativos y esfuerzos sin éxito». La razón estriba 
Aer que las ciencias empíricas no ton cientificas, уа que Tarski define ura teoría cientifica 
Momo un sistema de enunciados positivamente afirmados, ordenados de acuerdo con 


determinadas reglas» (ibid. 

7 Uno de los caprichos más peligrosos de la filosofia formalista es el hábito de (1) 
enunciar algo (correctamente) acerca de sistemas formales; (2) decir después que ао 
SC aplica а Мыз matemáticas» (algo también correcto, si aceptamos la identificación de 
n s formales); (3) consiguientemente, con un cambio subrepti- 


las matemáticas con los sist 
Co del significado, sc utiliza cl término amatemácicas» en el sentido ordinario. Asi, Quine 
dice 1951], pág. 87) que «eso re ación matemática característica; el matemático. 
e topa eon и prueba con una intuición incontrolada y con buena suerte, aunque luego. 


тон matemáticos pueden comprobar su demostración». Mas, a menudo, la comprobación 

tuye una empresa muy delicada, y encontrar 

no encontrar um prueb veces, 
errore» en dem informale 


de una prueba ordinaria (informal) co 
ua eror» exige tanta intuición y suere со 


me 


Porron” 


ho 


“ва tenido lu 


Imre Lakaios 


са de la situación que ni es mecánica ni irracional, y que no puede 
ser reconocida пі menos aún estimulada por la filosofía formalista 

La historia de las matemáticas y la lógica del descubrimiento materná 
tico, es decir, la filogénesis y la ontogénesis del pensamiento matemáii 


puede desarrollar sin la crítica y rechazo final del formalismo. 
Sin embargo, la filosofia formalista de las matemátic 
muy profundas. Se trata del último eslabón de la larg: 
filosofias dag. 


cadena de 
de las matemáticas. Durante más de dos mil años, 


vos у escépticos, Los 
dogmáticos sostienen que podemos alcanzar la verdad y saber que 
П hemos alcanzado, sirviéndonos para ello del poder de nuestro intelecto 
y/o sentidos humanos. Los escépticos, por otra parte, o bien sostienen 
que no podemos alcanzar la Y en absoluto (si no es con ayuda 
de la experiencia mística), o bien que no podemos saber si la hemos 
alcanzado o si podemos alcanzarla. En este gran debate, en el que 
los argumentos se ponen una y otra vez al día, las matemáticas han 
constituido la orgullosa fortaleza del dogmatismo. Siempre que el dog. 
matismo matemático de la época entraba en «crisis», una nueva versión 
suministraba de nuevo genuino rigor y fundamentos últimos, restauran- 
do con ello la imagen autoritaria, infalible e irrefutable de las matemáticas, 
«la única Ciencia que Dios ha tenido a bien otorgar hasta ahora a 
la humanidad» (Hobbes [1651], pág. 15). La mayoría de los escépticos 
se rindieron ante el carácter inexpugnable de este reducto de epistemolo- 
gía dogmática?. Ya es hora de lanzarle un reto. 

El meollo de este caso estui 
matemático, si bien no afecta 


ado pondrá en entredicho el formalismo 
directamente а l 


posiciones últirras 
del dogmatirno сант, Su modesto objetivo citate ed elaborar 
la idea de que las matemáticas informales y cuasi-empíricas no se desario- 
Ilan mediante un monótono aumento del número de teoremas indubi 
blemente establecidos, sino que lo hacen mediante la incesante mejora 
de las conjeturas. gracias a la especulación y a la crítica, siguiendo 
la lógica de pruebas y refutaciones. No obstante, puesto que la metamate- 
mática es un paradigm 


de matemática informal y cuasi-empírica, que 


` Тато H. Poincaré como G. Pólya proponen aplicar la «ley fondamental biogenétca» 
de E. Haeckel sobre la recapitulación que la ontogenia hace de la filogenia al desarrollo 
mental у, еп particular, al desarrollo mental matemático, (Poincaré [1908], pág. 133 y 
Pólya [19420].) Para citar a Poincaré: «Los zodlogos sostienen que el desarrollo embriológico 
de un animal recapitula en breve toda la historia de sus antecesores a lo largo del 
tiempo geológico. Parece que ocurre lo mismo con el desarrollo mental... Por esta razón, 
la historia de la ciencia debiera ser muestra guía principale (traducción autorizada de 
C. B. Halsted, pág. 437) 
э Para una discus 
eéptica, «f. mi [1902] 


está ahora en una etapa de crecimiento rápido, este ensayo pondrá 
de juicio por implicación cl moderno dogmatismo 


matemático. El estudi 


reconocerá en su propio campo los patri ritos 


es aquí de 


La forma dialogada debería reflejar la dialéctic la narración 


З La histor 


cuales han de ser tenidos, por tanto, 


de о udestilada real re mayoría 


1. U 


Problema y una Conjetura 


El diálogo tiene lugar en un aula imaginaria, La clase se intere 
por un PROBLEMA 


clación entre el número de vértices, 
el número de aristas, 


4, y el número de caras, C, de los poliedros, 

especialmente de los poliedros regulares, análoga a la relación trivial que 

hay entre el número de vértices y aristas de los polígonos, a saber, 
И = A? Esta última relación nos 

permite clasificar los polígonos de acuerdo con el número ce aristas 

(о vértices): triángulos, cuadriláteros, pentágonos, etc. Una relación 

similar permitiría clasificar los poliedros 

Tras muchos en 
dros regulares Y — 


que hay tantos vértices como aristas 


Еа 


i que para todos los polie- 
21, Alguien aventura que eso se puede aplicar 


Quien primero se dió cuenta de ello fue Euler [17584], Su problema original er 
el de la clasificación de los policdros, cuya dificultad te señaló en el sumario ikona 
muy Жейин spin e número de эм БӘ es 


que, por supuesto, siempre es igual al 
sus ángulos, en estereometr la clasificación de los poliedros (apra Aelii 
pli inclusa) representa un 


roblema mucho más dificil, puesi 


que el sdo número 


сете para 
el resul 


el de puntar y fe de la superficie de poldro de 


le los concept 
además del número 

dro determinan su caricter (top 
estuviese deseoso de subrayar la novedad de su marco 


está a punto € 


Una Prueba 


Marsreo: En nuestra os llegado a una conjetura 
relativa a los poliedros; a saber, que para todo poliedro 1^— A + C= 2, 
donde I es el número de vértices, .4 el número de aristas y C 


La hemos contrastado de diversas 
¿Ha hallado alguien un: 


respecta, 


número de caras. 
aún no la hemos probado. 
ALUMNO Si 


he de adm 


wA: «Por lo que a mí que 


capaz de idear una prueba estricta del teorema... Sin 


stablecido en ta 


embargo, puesto que su verdad se ha os caso 


no puede haber duda de que vale para cualquier sólido, Así, la propos 


ción parece estar satisfactoriamente demostraday3, Pero si usted tiene 


una prucba, preséntela, por favor 


qiiem ac ha коер MEE 

Че Dacanes (c. 1995), copiado por Leibniz em París a partir del original en 1675% 
Vtt y publicado por P en 1MD. No sc debería conceder 
la prioridad a Destanes sin hacer previamente ¡una cualificación menor. Es ciento que 
Desenes fime que el nimero de ingulos planos es igual a 20+ 2a- 4, donde por 
с que hay el doble de ángulos planos que de arias (latera). La conjunción de Ambos 
гаша de Euler, Mas Descartes no vió la utilidad 

Зе hacerlo, puesto que seguía pensando en términos de ángulos (planos y sólidos) y 

рой 


Descarte: 


enun a, por supuesto, 


carat. »» conceptos de vértices O-dimen. 


siones, е 


arise. 1-dimensi 
n caracterización topológica de lo 

ncicarudamente la conjetura en busca de consecuenciar 
pirimides y demás. Ройга haber añadido: que 
cuerpos regulares eS también una consecuencia 


para la or. 


La comprobó para el caso de prismas 


les contraató bastante © 


la proposición de que sólo hay cinco 


i fase de cometarar y veri en el сазо de p 1+ С= 2 se discute en Pólya 


del tercer capitulo, 3541). Pólya м 


pigs. 


ol, 1, las cinco primeras seccion 


ahi, эи} ocuparse de la fase de Алаи, aunque senals, por supuesto, là necesidad 
de ura heurística de problemas a probar» ((1945], pá Nuestra discusión ven 
lli donce se detiene Pólya. 


Ince Late 


Maestro: En realidad, tengo una que consta del siguiente experimsn: 

to mental. Paso 1; imaginemos que el poliedre 

superficie hecha de goma fina. Si recorta 

estirar la superficie restante, 
La 


mos una de las caras, podemos 


ola plar 


y aristas se deformarán, las aristas pueden hacerse 


sobre el encerado sin 


romperla cara 


curvas, pero 1^ y 1 no se alterarán, de modo que si 17 — 4+ C=2 
en el poliedro original, en esta red plana tendremos que V= 1+ € = 1 
(recuérdese que hemos eliminado una cara). (La Fig. | muestra la 
red plana en el caso de un cubo.) Paso 2: Triangulemos ahora nuesro 


mapa, pues en realidad se asemeja a un mapa geográfico. Trazamos 
diagonales (tal vez curvilíncas) en esos poligonos (quizá curvilineos) 
que no son ya triángulos (posiblemente curvilineos). AL dibujar cada 
una de las diagonales, aumentamos tanto „1 como С en uno, de medo 
que el total de 1/— -1-- C no variará (fig. 2). Paso 3: Eliminamos 
ahora los triángulos, uno а uno, de la red triangulada. Para eliminar 


un triángulo o eliminamos опа arista, con lo que desaparece una cara 
y una arista (fig. 3(4)), о eliminamos dos aristas y un vértice, con 
lo que desaparece una cara, dos aristas y un vértice (fig. 3()). Así 
pues, si antes de la eliminación de un triángulo teníamos que 
V — A+ C — 1, después de eliminarlo seguirá siendo así. Al final de 
este proceso obtenemos un solo triángulo, en cuyo caso V — 44 C=1 
es verdad. Por tanto, hemos probado nuestra conjetural. 


* Esta idea de prueba surge de Cauchy [18134]. 


Pruebas £ refuracione 2 


Ашммө DELTA: En ese caso, debería usted llamarla enen 
que ya no hay en ella mda conjerural? 
Aueren ALFA: Me extraña, Veo que este expe 
un tetraedro, mas сп 
zar con Por ejemple 
д r poni 


, puesto 


se con un cubo c voy a saber que también 


сма usted 


sc puede re Geier poliedro " 


Señor, de que cuul 


jer poliedro se dolo plano sobre el 


encerado, tras haberle quitado una cara? "Tengo mis dudas acerca de su 
primer paso. 
Auuuno Bera: ¿Está usted seguro de que al triangular el mapa 


“arista? Tengo mis dudas 


зе obtendrá siempre nna meva cara por cada nue 
sobre su segundo paso. 

Arumo GAMMA: ¿Está usted seguro de que sólo Jay dos alternativas 
(la desaparición de una arista o de dos aristas y un vértice) al eliminar los 
triángulos uno a uno? ¿Está usted seguro incluso de que пог quedamos 
con ua solo triángulo al final del proceso? Tengo 


tercer paso‘, 

Maestro: Por supuesto que no estoy seguro. 

Aura: ¡En ese caso estamos peor que al principio! ¡En lugar de 
una conjetura tenemos ahora tres como mínimo! ¿A eso llama usted 


una «prueba»? 

Maestro: Admito que pueda ser un tanto confundente aplicar а 
este experimento mental el nombre tradicional de «prueban, pues no 
considero que establezca la verdad de la conjetura 


Detra: ¿Qué es lo que hace entonces? ¿Qué cree usted que prueba 
una prueba matemática? 


Maestro: He ahí una sutil pregunta que trataremos de responder 
más tarde. Mientras tanto, propongo que mantengamos el venerable 
término técnico «prueba» para aplicarlo a un experimento mental (o «сназі- 
experimento») que sugiera una descomposición de la conjetura original en subconje- 
turas o lemas, incerporándola asi a un cuerpo de conocimiento tal vez 
muy lejano. Nuestra «prueba», por ejemplo, ha incorporado la conjetura 
original (relativa a cristales o, digamos, sólidos) a la teoria de las 


э La opinión de Delta de que esta prucba establecía el «teoremas más allá de toda 

duda cra compartida por muchos matemáticos en el siglo diecinueve, por ejemplo, Crelle 
pigs. 668-71, Matthiessen [1863], pág. 349, Jonquières [1890a] у [18905] 

ar un pasaje característico: «Tras la prueba de Cauchy, se hizo absolutamente 

indudable que la elegante relación 1 + 42 е aplica а todo tipo de policdro», 

tal como enunció Euler en 1752. En 1811, todas las indeciiones deberian desaparecer 

Jonquiéres [18900], págs. 111-12. 

* La clase es más bien avanzada. Estas dudas m 
y muchos otros excelentes matemáticos del diecinueve. 


Critica de la Prueba. mediante 


Contraejemplos locales pero 
no globales 


Marsruo: Esta descomposición de la conjetura, sugerida por la 


prueba, abre nuevas perspectivas para la contrastación. La descomposi 


njetura en un modo 


critica disponga de m. 


nuestr: blancos. ¡Ahora tenemos al 


tres oportunidades en lugar de una de 
Gausa 


plicar contraejemplos! 
Ya he expresado el de 


agrado que me produce su tercer 
saber, que sólo tenemos dos 


posibilidades al ir eli 


7 El experimento mental (адёну!) es d patrón de prueba matemática más antigu 


prevalecis en las matemáticas griegas preeuclidens (cf. Szabó [1958]) 
Para los 
сона) ресей а ls prosas nel 
Че la precedencia heurística del шнш» sobre la zeg, (Para una excelente discusión 
del asunto, véase Robinson [1936].) Según Prodo, «... es 
lo que зе buscan (Heath (1925), 1. pág. 129) 
propone con vistas a la demostraci dice Pappo (bid, 
1, pág. 10). Los griegos no pensaban mucho ca las proposiciones con las que se topiban| 
enla dirección deductiva sin haberlas entrevisto antes. Las denominaban purirmer, corolarios, 


matemáticos antiguos, era un común el hecho de que las conjemra 


resultados accidentales derivados de la pruebs de un teorema o de la solución de um 
problema, resultados que no habían sido directamente buscados, sino que aparecían por 
azar, como si dijésemos, sin ningún trabajo adicional, constituyendo, como dice Preclo, 
una especie de hallazgo feliz (maion) o premio (kerdos) (bid, 1, pág. 278). En di 
sumario editorial a Euler [1756-7], leemos que los teoremas aritméticos «fueron descubiertos! 
mucho antes de que su verdad fuese confirmada mediante demostraciones rígidas». Tanto! 
Euler como su editor vtilizan el moderno término de simducióm para este procese de 
descubrimiento, en lugar del viejo de sanilirim (ibid). La precedencia heurística del resutado] 
sobre el argumento, del teorema sobre la prueba, está profundamente enraizada en el 
folklore matemático, Citemos algunas variaciones sobre un tema familiar: dicese quel 
Crisipo habría escrito a Cleantes: «Limitate a enviarme los teoremas, ya encontrar? yol 
las pruebas» (c. Diógenes Laercio [e 200], VIL. 179), Se dice que Gauss se habria 
quejado: «Hace mucho tiempo que he obtenido los resultados, pero aún no se cómol 
voy a llegar а ellas» (cf. Arber [1745], pág. 47), у Riemann: «рм sôlo tuviese los teoremas! 
Entonces hallaria las pruebas con bastante facilidad». (Cf. Holder [1924], pág, 487.) Pólya 
subraya: «Tiene usted que conjeturar un teorema matemático antes de probarlo», (125414 
vol. Y. pág, i) 
El término «caoriexperimentos proviene del mencionado sumario editorial a Euler [1753]. 
Según el editor: «Puesto que hemos de referir los nùmeros tan sólo al puro intelecto. 
ficilmente podemos comprender cómo es que las observaciones y cuarixperimentor pueden! 
ser útiles en la investigación de la naturaleza de los números. Con todo, de hecho. 
ros conocidas. 
ha traducción 


como mostraré aquí con muy buenas razones, las propiedades de los nú 
hoy día han sido descubiertas en su mayor parte por observació gu 


de Polya; en su [1954], 1, pág. 3, atribuye erróncamente la cia a Euler 


los triángo d que re guiente triangula 


Sospecho que puedan aparecer otros patri inar un tráng 
Marsruo: Una sospecha 
GAMMA 


Макум 


Entonces, es 
© da pueden Ados V 
pero no pueden ignorar los c 


ZETA [арат 


Obviamente, las conjeturas son muy distintas d 
GAMMA 


Propongo un contracjemplo trivial. Tomemos la red trian 


de realizar las dos 


(fig. 2). Si quito ahor ángulo del interior de la red, como quien 
n sólo 
y mo sólo en el caso 
de un cubo, sino también en el de cualquier poliedro, excepción hecha 
del tetraedro, en cuya red plana todos los triángulos son triángulos 
en la frontera. Así su prueba demuestra el teorema de Euler para 
el tetraedro; pero que en el caso del 
V/ — A+ € —2, ¿por qué probarlo, entonces? 

Marsrno: Está usted en lo cierto. Pero dese cuenta de que el 
cubo, contraejemplo del tercer lema, no es a la vez un contraejemplo 
de la conjetura principal, puesto que en el cubo V/— 4 + C—2. На 
mostrado usted la pobreza del argumento, de la prueba, pero no la 
falsedad de nuestra conjetura 

Aura: ¿Entonces, desechará usted su prueba? 

Maren: No; la crítica no es necesariamente destrucción. Mejoraré 
mi prueba para que se sos 

Gamma: ¿Cómo? 

MAESTRO: Antes de mostrar de qué modo, permítanme introducir 
la siguiente terminología. Llamaré «coniraejemplo local» al ejemplo 
que refute un lema (sin refutar necesariamente la conjetura principal), 
y llamaré «contraejerplo global» al que refute la propia conjetura principal. 
Así pues, su contraejemplo es local y no global. Un contraejemplo 
que sea local pero no global critica la prueba y no la conjetura 

Gamma 
no la demuestra. 

Maestro: Pero puedo elaborar y mejorar fácilmente la prueba, sustitu 
yendo el lema falso por otro ligeramente modificado que no refute 
su contracjemplo. Ya no pretendo que /a eliminación de cualquier. triángulo 
siga ило de los dos patrones mencionados, sino tan sólo que, en cada estadio 
de la operación eliminadora, la eliminación de an triángulo de la frontera sigue 


quita una pieza de un rompec 


as, lo quito sin retirar n 


vértice o el tercer lema es falso; 


ya sabíamos tetraedro 


ga rente a la critics 


sí pues, la conjctura puede scr verdadera, pero su prueba 


uno de esos patrones. Volviendo sobre mi experimento mental, lo único 


que tengo que hacer es insertar una simple palabra en mi tercera etapai 


Tëeeeeeeeeegeeeeeesee т 


""ectc 


[ 


triângulos 
E i 


mos ahora | 


or uno a uno». Estará usted de ac 


era necesaria] 


Al eliminar 
es ya un triángulo de і 


¿cho de los diez triángulos, en el orden dado en la fig, 4 


| 


1 octavo triángulo 


que a estas altu 


ec 


con los dos triángulos desconexos 9 y 10. 


n 1, y nos quedamos 


Marsruo: Bueno, podría salvar la cara diciendo que por un triángulo! 


fronterizo entendía uno cuya eliminación no desconectase la red. Sin 


embargo, la honestidad intelectual me impide hacer cambios subrepticios 
en mi posición mediante enunciados que empiecen con «yo quería 
decir...» Por tanto, admito que tengo que sustituir ahora la segunda 
versión de la operación de eliminación de triángulos por una tercera! 
1+C 
а correspondiente a esta 
a saber, que si eliminamos los triángulos uno! 
V — А+ С no se altere, entonces V — 14 C 


versión: eliminemos los triángulos de modo que no se altere V — 

Kara: Concedo generosamente que el le 
operación es verdadero 
по se alter 

Maestro: No. El lema dice que lor triángulos de nuestra red se pueden 
numerar de tal modo que, al eliminarlos en el orden correcto, V — A+ C m va 
riará hasta llegar al último triángulo 

Kara: Pero, ¿cómo se habrá de construir este orden correcto. si 
es que existe después de todo?? Su experimento mental primitivo sami? 


* Al corregir una prueba de Euler de un modo simi 
«una observación trivial» ([1812-130], pág. 179). Con todo, el propio Euler elimnó la 


prueba porque se dió cuenta de la dificultad, sin ser сара: de hacer esa «obserración 
Zoe 


ir, Lhuilier dice que hizo solamente! 


CN EN 


9 Cauchy pensaba que la instrucción consistente en Pallar en cada etapa un criángulo! 
eliminable, sea eliminando dos aristas y un vértice, sea eliminando una arista, en trivialente 

realizable pur > (1813,1, pig. 79). Reto ке relaciona con ка incspicidad | 
para imaginar un poliedro que no sex homeomorfo con la esfera: | 


eliminense lo: len cualquiera. 
Su experimento mental modificado daba la instrucción: eliminense los 
iángulos de la frontera en cualquier orden. Ahora dice usted que 


debieramo: 


seguir un orden definido, pero no nos dice de qué orden 
se trata ni si existe, después de todo, Así pues, el experimento mental 
se desmorona. Usted mejoró el análisis de la prueba, es decir, la lista 
de lemas; pero ha desaparecido el experimento mental que usted denomi 


naba «la pruel 
Ro: Sólo ha desaparecido el tercer paso. 
Kara: Además, ¿acaso mejoró usted el lema? Sus dos primeras versio 


nes simples al menos parecian trivialmente verdaderas antes de ser 


refutadas; su extensa versión parcheada ni siquiera ofrece un aspecto 


plausible. ¿Puede usted creer realm 


ente que escapará a la refutación? 
Maestro: Muchas proposiciones -«plausibles» о incluso «trivialmente 
verdaderas» usualmente resultan pronto refutadas; las conjeturas sofisti 
cadas e implausibles, maduradas en la crítica, podrían dar en el blanco 
de la verdad 
Омксл: ¿Y qué ocurre si incluso sus «conjeturas sofist 
falsadas y ahora ya no puede usted sustitui 


¿O si mo consigue mejorar aún más el 


las por otras sin falsar? 
gumento mediante parches 
locales? Ha conseguido usted superar un contraejemplo local, que no 
global, sustituyendo el lema refutado, pero ¿qué pasa si no tiene usted 
éxito la próxima vez? 

Maestro: Buena pregunta; tomaremos nota de ella para mañana. 


4. Crítica de la Conjetura mediante Contraejemplos Globales 


Aura: Tengo un contraejemplo que falsa su lema primero, aunque 
también resulta ser un contraejemplo de la conjetura principal; es decir, 
es así mismo un contraejemplo global. 

Maestro: ¿De veras? Veámoslo. 

ALFA: Imaginemos un sólido limitado por un par de cubos encajado 
uno dentro del otro; un par de cubos, uno de los cuales está dentro, 
aunque sin tocar al otro (fig. 5). Este cubo hueco falsa su lema primero, 


ble en un si bien la sin по mejora al eliminar una 
de las caras del cubo externo, Además, para cada cubo tenemos yi 
17 = ¿14 C 2, de modo que para el cubo hueco 1^— 14 C=4 
Matsrko: Buena exhibición. Llumémoslo Contracjemplo 119, ¿Y a 
Rechazo de la conjetura. E de de la vendición 
Gana: Señor, su tranquilidad me sorprende. Un solo contraejemplo 
cfuta una conjetura con la misma efectividad que diez de ellos 
conjetura y su prueba han errado completamente el tiro, así que ¡ma 
arriba! Tiene usted que rendirse. Tache la conjetura falsa, olvidese 
de ella e intente enfocar la cuestión de manera radicalmente nueva 


Marsrro: Coincido con usted en conjetura ha recibido una 


qué 1 
severa crítica mediante el comtraejemplo de Alfa, pero no es cierto 
que la praeba haya «errado completamente el tiro». Si, por el momerto, 
está usted de acuerdo con mi anterior propuesta de usar la pala»ra 
«prueba» para referirnos a un «experimento mental que conduce a 
là descomposición de la conjetura original en subconjeturas 
de usarla en el sentido de una «garantia de determinada verdad», no 
hay por qué sacar esa conclusión. Mi prueba demostró ciertamente 
la conjetura de Euler en el primer sentido, aunque no necesariamente 
en el segundo. Usted está tan sólo interesado en pruebas que «demues 
tren» aquello que se han propuesto probar. Yo, por mi parte, estoy 
interesado en las pruebas aun cuando no cumplan su pretendido fin. 
Colón no descubrió la India, pero descubrió algo bastante interesarte, 

ALFA: Así, según su filosofía, mientras que un contraejemplo local 
(si no es al mismo tiempo global) constituye una crítica de la prucoa, 
aunque no de la conjetura, un contraejemplo global constituye tna 
crítica de la conjetura, aunque no necesariamente de la prueba. Accede 
usted a rendirse por lo que respecta а la conjetura, pero defierde 
la prueba. Mas, si la conjetura es falsa, ¿qué diablos demuestra la 
prueba? 


10 Este Contragjemple 1 lo vió por vez primera Lhwilier (1812-12), pág. 194). Fero 
Gergonne, el editor, añadió (pig. 186) que d mismo lo habia visto mucho antes del 
articulo de Lhuilier. No así Cauchy, quien publicó su prueba exactamente un айо ames 
Este contraejemplo habría de ser descubierto veinte años más tarde por Hessel (18)3] 
pig. 16). Tamo Lhuilier como Неме! llegaron а su descubrimiento debido а coleccion 


de minerales en las que descubrieron cristales dobles, en los que el cristal interior no 


e el estimulo de la colección 
totales de su amigo el Profesor Pictet (1812 3a], pig. 188) Hessel alude a 


es transparente, aunque sí el exterior. Lhuilier recor 


de sulfuro de plomo encerrados en crivales transparentes de fluoruro de calcio (18 


| 
| 
| 


iceptar el contraejemplo? Hem. bido 

es un teorema. Admito que ch con 

lamado «contraejemplo». Uno de ellos sobra. Pero, ¿por qué ha 

de ceder el teorema, cuando ha sido probado? Es la «criticas la que 

debe retirarse. Se trata de una falsa crítica. Ese le c encajados 

uno en otro no constituye en absoluto un poliedro. Se trata de un 
monstruo, un caso patológico y no un contracjemple 

^: ¿Por qué no? Un poliedro es um sólido cuyo superficie consta 


igenales, y mi contraejemplo es un sólido limitado por cara: 
Maestro: Llamemos a esta definición Def. 11 

Devra: Su definición es incorrecta. Un poliedro debe ser una superfi 
sie: posee caras, vértices, aristas, se puede deformar, estirar sobre un 
encerado y nada tiene que ver con la idea de «sól 
ал ie polígonos. 


Un poliedro 


а superficie que consta de un sistem 
Maestro: Llamémosla Def. 212 
Оита: Así, realmente lo que se nos mostró fueron 
dor superficies, una completamente dentro de la otra 
wn niño en su vi 


as poliedros, 
Una mujer con 
tre no constituye un contraejemplo de la tesis de 

ALFA: Asi que mi contracjemplo ha engendrado un nuevo concepto 
de poliedro; go, acaso osa usted afirmar que por poliedro siempre entendía 
usted una superficie? 


Maestro: Por el momento, aceptamos la Def. 2 de Delta. ¿Puede 


1" La Definición Y aparece por vez primera en el siglo dieciocho; por ejemplo: «recibe 

d nombre de sälido palaéirice o simplemem polidro, cualquier sólido limitado por planos 

о caras planas» (Legendre [1809], pág. 160). Euler da una definición similar (13: 
definir cubo, octaedro, pirámide, prism 


a). 
^ Euclides no define cl término general del 
poliedro, aunque lo utiliza ocasionalmente (por ejemplo, Libro XII, Problems Segundo, 
Prop. 17) 


impliciamense la Definición 2 en uno de los articulos de Jonquières 
leido ante la Academia Francesa, en contra de aquellos que pretendían refutar d teorema 
de Euler. Estos artículos son un te 


de técnicas de exclusión de monstruos. Truena 
contra el monstruoso par de cubos encajados de Lhwiler: «Tal sistema no ез realmente 
un poliedro, sino un par de policdros diferentes, independientes el ono del oro. Un 
poliedro, al menos desde el purto de vista clásico, merece tal nombre tan sólo si, atter 
de nada, un punto puede moverse continuamente por toda su superficie: aquí no Ocurre 
tal cosa... Por tanto, podemos descartar la primera excepción de Lhuikers (18900 pig 
170). Esta definición, al contrario d tamente los topólogos 


poliedros en cua 


la Definición 1, la aceptan perf 
interesados en la teoría de k 
sino tan sólo como auxiliar de la teoría de superficies 


Seeeereee 


y Imre Lalara 


usted refutar ahora nuestra conjetur 


superficie 


Aura: Ciertamente. Tomemos dos tetraedros con un ángulo común 
(fig. 6(b)), ө bien tomemos dos tetraedros con una a 
Aal, Ambo: 


rficie, pudiéndose comprobar que en 


fip, 
s están conectados; ambos constituyen una sola 


mbos casos V/ — А + С=3. 


کے 


NA 


m Fig. 6 0) 
Maestro: Contraejemplos 2a y 213. 
Detra: Admiro su perversa і 
no quise decir que сш 
Por poliedro entendi 


ginación, pero, como es natural, 
mier sistema de polígonos fuese un poliedro. 
un sistema de polígonos dispuestos de medo que (1) 
en cada arista se encontrasen exactamente dos polígonos y (2) fuese posible 
ir del interior de un poligono al interior de otro siguiendo un camine que 
mo crnce nunca una arista por un vértic.. Sus primeros gemelos quedarían 
excluidos por el primer criterio de mi definición y los segundos, por 
el segundo, 

Marsrro: Def. 314, 

ALFA: Admiro su perverso ingenio para inventar definición tras 
definición а modo de baericadas contra la altación de sus ideas peedilee 
tas. ¿Por qué no define ya un poliedro como un sist 
para el que se cumple la ecuación V А+ C= 
Perfecta... 

Kara: Def. P35, 


ma de polígonos 
? Esta Definición 


13 A Lhullier se le escaparon los Conragempla. 2a y 2 
vez primera an sólo por Hessel (11832), pág. 13) 

1% La Definición 3 aparece por primera vez pam excluir los tetraedros gemelos, en 
Malo TEKST pág. 3). Falamos ww engorrosa definición reproducida en algunon Horos 
de texto modernos al mado autoritario wl de do tomas o lo dejas»; la historia de 
Su transfondo de exclusión de monstruos (que al menos la explicara) no se cuena (por 
ejemplo. Hilbert y Cobn-Vossen [1956], pág. 290). n 

1 La Definición P, según la cual la elerianidad sería una caracteristica definitoria 
de los poliedros, fue sugerida de hecho por R. Balzer: «Los poliedros ordinarios se 
сорав algunas veces (siguiendo a Нее) poliedros eulerianos, Sería más apopiado 
hallar un nombre especial para los poliedros aogenuinos (anignfliche)» (1862, vol. 


ado descubiertos por 


ALFA 


zanjaría para siempre la disputa, Nc falta investigar 


Detia: Pero no hay ca el mundo un solo teorema que no pueda 
scr falsado mediante monstruos, 

Maestro: Lamento interrumpirles. Como h visto, la refutación 
mediante contraejemplos depende del si » de los términos єп 


Si un contrac 
hemos de ponernos de acuerdo acerca del significado de 
nos. Рай definiendo el término allí donde 
comunicación Por mi parte, уо no he definido 
«poliedro», sino que suponía una Jamiliaridad con el сө 


cuestión. mplo ha de constituir 


una critica objetiva, 


es decir, 


epto 
de capacidad de distinguir lo que es un poliedro de lo que no lo es 
10 que algunos lógicos denomin 
de poliedro. Y ha resultado que 
absoluto obvia 

definiciones y qu 
todas juntas las definiciones riv 
de las diferencias en los г 


п conocer la extensión del concepto 
la extensión del concepto no era en 
cuando emergen contracjemplos, es frecuente que se propongan 
e discuta sobre ellas. Sugiero que consideremos ahora 
, dejando para más tai 
ultados que se derivan de la elección de 
distintas definiciones. ¿Alguien puede ofrecer algo que incluso la defini- 
jemplo real? 


le la discusión 


ción más restrictiva autorice como com 
Kara: ¿Incluyendo la Def. P? 
Maestro: Excluyendo la Def. Р. 
Gausa: Yo puedo hacerlo. Miren este Contragemplo 3: un poliedro 
estelar que llamaré un erigo (fig. 7). Consta de doce pentigonos estrella- 
dos (fig. В). Posee 12 vértices, 30 aristas y 12 caras pentagonales; 
pueden ustedes comprobarlo contándolos, si quieren. Así pues, la tesis 
Де Descartes-Euler no es en absoluto verdadera, ya que en este poliedro 
V — A+ C 61S. 
Dira: ¿Por qué piensa usted que su «erizo» cs un poliedro? 
GawwA: ¿No lo ve usted? Se trata de un poliedro cuyas caras 
son los doce pentigonos estrellados. Satisface su última definición. 


Zug NN) Ta referencia a Hessel no es justa pues Hessel waba el término «culeranon 
An tame abreviatura de poledro en el que se cumple la relación de Бает, 
emen соу tem le no апо ([1852], pág. 19). Para la Dif. P vénse también 
la cia de Schläfli en la nota 16, más abajo. 

di шеша ch discutir el serine fue Kepler en su ¡coria commológica (1619), 
La E NEC T NRI pag. 72 y м 023, у Lih V. Cap. 1, рар, 253, Cap. MI, 
D тө y Сур IX, XLVI. El nombre ee es de Kepler (sa memor Echino fin) 
D ue iene también otro dibujo en la pág. 
239. Poinsot lo descubrió indepen mie y fue dl quien señaló que no se le aplica 
euh: de Euler (1810) pig. 48), El nombre ahora usual de «pequeño dodecsedro 
Kick pencnece а Cayley (1859), pág. 125). Schlifli admitió los poliedeos estrelados 
Zi Pere con todo. rechazó por monstruoso nuestro pequeño dodecscdro estrelado 


7 está copiada de su libro (pág. 79) 


PARO 


o se trata de um poliedro genuin 


[1852]. $ 34) 


Fig. 7. Poliedro 


de Kepler; cada 
cara va sombread 


da de manera diferent 
Para mostrar qué triángulos pertenecer 
а la misma cara pentagonal. 


pues se trata de un «siat 
(1) en cada arista se en 
posible pasar de cualqui 
un vértice del poliedro». 
Devra: Pero, entonces, usted ni siquier 
¡No cabe duda que un dx 
Polígono es un sistema de 
Vértice se encuentren exacta 
Puntos en comin, excepción becha de los vértices, 
Мағэтко: Llamémosla Def. 4. 
Gamma: No veo por 
definición correcta de poli 
Mazsrno: Def. 4 
СлммА: 


а sabe lo que es un poligono, 


Pentágono estrellado no es un 


aristas dispuestas de tal 
mente dos aristas y 


polígono! Un 
modo que (1) en cada 
(2) que las aristas no powan 


qué incluye usted la segunda cláusula, 1. 


igono debería contener solamente 3 


primera. 
La segunda cláusula nada 
Че un polígono. Mire, si lev 
estrellado es 


tiene que ver con la esencia 
Anto un poco una arist 
£s да un polígono incluso en su sentido 
ооп polígono ha de ser pintado con tiza sobre el encerado, Dun 
debiera imaginarlo como una estructura de madera e ad 
claro, que lo que usted considera como ua punto comun ou is еп 
сабаа оп punto, sino dos puntos distintos, uno sobre el mro Са 
confusión se debe a incluir el p 


olígono en un plano; debería dear 
que sus piernas se estiraran en el espacio 17 


el pentágono 
Usted imagina 


19 La disputa acerca de si se debiera o no defi 
los polígonos estrellados (Def. 4 o Def. 4) ex 
en muestro diálogo (que los poligonos caen 
cuand acio de dimen 


Чг los polígonos de modo que incluyen 
muy antigua, El argumento expresado. 
ados se tornan en рой, Y 


азго. 
do se incluyen en un esp. ne 


que la ules de poligono haya de conexion con a den de Srs 
uera M ad MU 
~ ie a usted en su idea, estoy dispuesto a definir el área del polígono 

Mare: Dejemos por el 


como antes. Consideremos co 


mento esta disputa y procedamos 


ntamente las dos últimas definiciones, 


Es Así, Pa ^, al defender 
‚ diera especies de poligonos son totalmente inseparables. A la arista de un polígono 
regular le cotreonde маа ecuación con races reales que ue si GE 
fr arian de todos los poligonos regulares del mismo orden A, mo e Pee ober 
E жне T ына esi. Contertament, dada I aria de Un еррор 
Se puede determinar cl radio de un circulo ca cl que se pueda inscribir, aunque al 
G ka е se pueden Cer la ама dada; lo mismo ocurre para lot 
demás pulígones. Por tanto, esi justificado: exorgar el. nombre. de ‘poligono’ в єй 
D ЛЫМ женене QUID, так, 26). Sdeiider iim d ergunenim eile 
"IE белди a cion: coner ЧЫ concepto potencia птен asociado ша 
s enteros ha resultado muy fructífero en álgebra; ello sugiere que tratemos 
Se luce le más en aroma e que se een eet 
гер de poligono de pl lados en los polígenos|cstrildos 
escalado mo 6 un farol, Alguno de aque que defendian e concepto amplio de 
pe ono. Hay un modo especialmente obvio de hacerlo en el caso de los Polonos 
Тиш rete: Podemos tomar Ares dl poligono como la ama de laa dre 
Sire d nomeu ииайиштаб por eme ee de là po 


ha D. 


4 y la Do. ¥. д 


poner un contraejemplo de nuestra 


njetura qu mbas definiciones de 
Arra: Не € 
9). Se trata de un polie 
hasta ahora propuestas. Con 
y caras, hallará que 1/— 4 


aquí uno. sidérese un mareo de 


in cualquiera de las definic 
cuenta usted |, 


MAESTRO: Contraejemplo 415 
acjemplo 4 
Вета: Así que éste es el fin de nuestra conjetura 
una pena, después de haberse sostenido en tantísimos cas 
que no hemos hecho más qı AS 
Arras 


Realmente, es 
s. Pero parece 
jue perder el tiempo. ке 
4 Nnm estoy sorprendido. ¿No dice usted nada? 
usted aniquilar este contraejemplo mediante una 
по habla hipótesis em este mundo que Zi 
la falsación mediante un conv 
ahora? ¿Acaso асе 
¡Increíble! 
Den 


¿No puede 
ión? Pensé que 
зе usted no pudiese salvar de 
eniente truco lingüístico. ¿Se rinde usted 
pta usted al ба que existen poliedros noculerianos? 


Realmente 


» debería usted hallar un nombre más apropia 
para sus plagas no-culerianas, sin confundirnos a todos denomirár Jolis 
«poliedros». Sin embargo, pierdo Ser? 


n gradualmente interés por sus mon: 
tuos. Vuelvo disgustado la cabeza ante sus lamentables «poliedros 
para los que no vale el bello teorema de Eeler? Yo busco el orden 


cn e Rar Marten Ч Creen ¢ en e arco sico de лае [1912134 
conocía шоссе Años más tarde Gruner (1827), ai tampoco Poinsot cantes y тше, 
años después ([1858], pág. 67) iip d 
coro, e ta de ага parts de una сша ese 
coa pao de horror me c plaga amen 


tira por Hermite a Stieltjes: «Rerrocedo 
ble de funciones que no tienen derivadas» 


| 


| 
| 
| 
| 


y la armonía en las matemáticas, mie que usted sòl 


Nuestras posturas son irreconciliables 


propaga 
ALFA: ¡Usted si qu 
ted de la 


ез un verdadero conservador pasado de mo 
aldad de 
y «resuelve» usted |: 


los anarquistas a perder 


Abomina por echar 


«orden» y «armonia» dificultades con recomen 
daciones verbales. 
Maestro: © 

ALFA 
contracción del concepto de «poliedro»! Delta disuelve los problemas 
reales en lugar de resolverlos. 

Devra: No soy yo quien contrae los conceptos, sino usted quien 
los expande. Por ejemplo, ese marco de cuadro no es en absoluto un 
voliedro genuino. 

РО Aura: ¿Por qué? 

DELTA: Tome usted un punto arbitrario en el «tunel», en el espacio 
limitado por el marco. Pase un plano por dicho punto y hallará que 
dicho plano posce siempre dos secciones distintas con el marco, formando 
dos polígonos distintos y totalmente desconexos. (fig. 10.) 

Aura: ¿Y qué 

Пала genuino, por un punto arbitrario del 
espacio habrá al menos эт plano cuya sección con el poliedro constará de un 
solo polígono. En el caso de los poliedros convexos, todos los planos 
cumplirán este requisito, sea cual sea el lugar en que tomemos el 
punto. En el caso de los poliedros cóncavos ordinarios, algunos planos 
tendrán más intersecciones, aunque siempre habrá algunas que sólo 
tengan una (fig. 11, (e) y (9). En el caso de este marco de cuadro, 
si tomamos el punto en el túnel, todos los planos tendrán dos secciones, 
¿cómo puede usted entonces llamar a esto un poliedro? 

Marsrro: Esto parece ser otra definición, aunque esta vez es una 
definición implícita. Llamémosla Def. 5. 


mos la última definición de rescate 


¡Querrá usted decir el último truco lingüístico, la última 


En el caso de un polied 


#1 «Las investigaciones acerca de... funciones que violan leyes que uno esperaba que 
fuesen. wniversales eran consideradas casi como la propagación de la anarquia y el caos 
Alli donde las generaciones pasadas buscaban el orden y la armonía» (Saks [1933], Prefacio). 
Saks alude aquí a las enconadas batallas entre excluidores de monstruos (¡como Hermite!) 
y refutacionisas, que caracterizaron en las últimas décadas del siglo diecinueve (у, ciertamen- 
le, el comienzo del veinte) el desarrollo de la moderna teoría de las funciones reales, 
«la rama de las matemáticas que trata de los contriejemplos» (Muntoe [1953], Prefacio) 
La batalla también enconada que se desencadenó más adelante entre los oponentes y 
protagonistas de la logica matemática moderna y la teoría de conjuntos fue una continuación 
directa de ésta. Véanse también las notas 24 y 25. 

2t La Definición 5 la propuso el infatigable excluidor de monstruos E. de Jonquières, 
a fin de quiarse de encima el poliedro de Lhuilier con un túnel (el marco de cuadro) 
«Este complejo poliédrico tampoco es un verdadero poliedro en el sentido ordinario 
del término, ya que si tomamos un plano cualquiera que pase por un punto asbitrario 


[7] 
ALTA: Una serie d 

E ie de contracjemplos, una seire 

pss, definiciones que se pretende que no contienen axi 

que son sencillamente nuevas revelaciones de 1. yon 

concepto viejo que parece tener tantas cláusulas «оса» са iSO 


brantable, es una vieja y «eterna» verdad. ЕС 


adecuada de definicio. 


- 2 es inque. 
БЕ ЕС 
ocurre con todos ellos» ([18909] 


lo para algunas posicione 
Жо, concavo pero no 
vegontarse si Jonquières 
тоз poliedros esteroides 


lgunos polie 
J. págs. 170-1). Habria que i 
0 Def. 5 excluye también alg 


i 
i 
i 


un tiempo fue una maravillosa ocurrencia llena de posibilidades y emo. 


ciones. Ahora, gracias a sus endemoniados cambios de significado, 


convertido en una pobre convención, en un despreciable dogma. 


Derra: No puedo comprender cómo una persona tan capaz como 


puede desperdiciar su talento limitándose a poner pegas. Parece 


enfrascado en la producción de monstruosidades, cuando las monstruosi 
en el mundo de la naturaleza 
ción siempre 


ni en el del pensamiento. La erch sigue un patrón armonio. 
о y ordenado. 

Garma ¿Acaso 
no ha oido usted que las mutaciones productoras de monstruosidades 
desempeñan un papel considerable en la macroevolución? Llaman a 


monstruosos «monstruos esperanzadores». Me 


Los genéticos pueden refutar eso con facilidad. 


esos mutantes parece 


quelos contraejemplos de Alfa, aunque monstruos, son «monstruos espe- 
пла dores» 2, 

Drura: En cualquier caso, Alfa ha abandonado la lucha. Dejémonos 
ahora de monstruos. 

Gamma: Tengo a todas las restricciones 
de las Defs. 1,2,3, 4 y 5, pero aú 1+ C=1. Este Contraejerr- 
plo 5 es un mero cilindro, Posee 3 caras (la tapadera, el fondo y la 
cubierta), 2 niogún vértice 
policdro, según su definición: (1) exactamente dos polígonos en cada 
arista y (2) es posible pasar del interior de un polígono al interior 
de otro cualquiera por un camino que nunca cruza una arista por 
un vértice. Además, ha de aceptar usted las caras como genuinos poligo- 
mos, puesto que se adecuan a sus requisitos: (1) en cada vértice se 
encuentran exactamente dos aristas y (2) las aristas no poseen puntos 
en común que no sean los vértices 

Ошта: Alfa estiraba los conceptos, pero usted los desgarra. Sus 
«aristas» no son aristas. ¡Una arista posee dos vértices! 

Maestro: ¿Def. 6? 

Gamma: Mas, ¿por qué ne 
tienen un solo vértice o quizá n 


uno nuevo, Se adecua 


ristas (dos círculos) y Se irata de un 


la condición de «arista» а las que 

nguno? Usted acostumbraba a contraer 

los conceptos, pero ahora los mutila de modo que apenas queda nada. 
ptos, p que apenas q 


эз «No hemos de olvidar que lo que hoy día aparece como un monstruo será mañana 
el origen de una linea de adaptaciones especiales... He subrayado además la importancia 
de mutaciones raras, aunque extremadamente preñadas de consecuencias, que afectan las 
proporciones de procesos embriónicos decisivos que podrían dar lugar a lo que podríamos. 
Senominar monstruos prometedores, monstruos que podrían iniciar апа nueva linea evoluti 
va en caso de encajar en algún nicho ecológico vacio.» (Goldschmidt [1033], págs. 544. 

547), Fue Karl Popper quien me llamó la atención sobre este articulo, (СЄ К, К 
Popper [1972], сэр 2814, N del T.] 


ZÉgeeeeeeeee eem e 


caso no ve usted la futilidad de estas llamadas refuta 
а ando se inventaba un nuevo poliedro, se hacía 
por algún fin práctico; hoy en día se inventan expresamente para poner 


lentos de nuestros padres y nunca sacaremos de 


os más que e 


Nuestro campo de estudi 


se ha tornado en un 


museo teratológi 


en el que los poliedros ordinarios y decentes se 


pueden dar con un canto en los dientes si logran asegurarse un rinconci 

Gasta: Pienso que si queremos aprender algo rea profundo 
acerca de una cosa, hemos de estudiarla no еп кы forma Desch 
regular o usual, sino en su estado critico, febril y apasionado. Si dese 


usted conocer el cuerpo normal y saludable, estúdiclo cuando ex a 
cuando está enfermo 

sus singularidades. Si quiere 
estudie sus lindes luniticas. 
usted básie 


usted conocer las funciones, estudie 
usted conocer los poliedros ordinaros, 
Es así como se puede llevar el análisis 
corazón mismo del problema ?*. Mas, aun cuando estuviese 
mente en lo cierto, ¿no ve usted la futilidad de su método 


Si quiere 


ad boc? Si quiere trazar usted una divisoria entre con 

truos, no puede usted hacerlo a trompicones 
Maesrro: Pienso que deberíamos negarnos 

de Delta para enfrentarse 


acjemplos y mons- 


à aceptar la estrategia. 
1 а contracjemplos globales, si bien hemos 
de felicitarle por lo hábilmente que lo hace. Podemos etiquetar adecuada 
mente su método como el método de exclusión de monstruos. Con este 
metodo se puede eliminar cualquier contraejemplo de la conjetura origi 
ral, mediante una hábil aunque siempre ad boe redefinición de poliedro, 
de sus términos definitorios o de los términos definitorios de sus térmi 
ров definitorios. De algún modo, deberíamos tratar con más respeto 
los contraejemplos, sin exorcizarlos tercamente, motejándolos de mors 
D Parafeascado de Poincaré ([1908], págs. 131-2) 
siguiente: «A. veces, la logica produce Miras” 
surgir una muchedumbre de 


desde el punto de vista lógio, 
as lae que rerultan más generales - 


hs que uno se encuenta 


un pequeño rincón. 


"erte, cuando se inventaba una nueva función 


саза п, lo era para algún fin práctico; 


padres Y шка ceca! de ls mir io 
PS la lógica бизе la nica ый dcl profesor, sería necesario coménzas con ls 
mami et deco a mad cats EI TU Seni al e 
Halsted, pigs. 435-436) Poincaré cue el problema con soraan a, С. В. 
la teoría de las funciones reales, pero no hay nis stro cao. 


29 Parsfraseado de Denjoy (11919], pág. 21 


D 


s. Tal vez el error fundamental de Delta sea su prejuicio dogmatic 
шоо: сө 
en la interpretación de la prueba matemática: piensa que una pruet 
ación de la prueba permitirá que se «demuestre» una conjetura fo 


as. Si la conjetura 


las subconjeturas 


es decir, permitirá que se descomponga en subconjet 


al meno: 


cs falsa. espero ciertamente que ina d 


descomposición puede seguir 


siendo interesan 


lemostrada»; 


ses falsa. ¡Pero |. 
lo me preocupa hallar un contraejemplc 
A : nerme a «probar» una conjetura falsa 


estoy dispuesto a p 


de exclusión de excepciones. 

queda de seguridad 

que va usted a explicarnos sus sorprendentes 
se de disculpas por mi impaciencia, 


Bera: Supongo, señor, 
observaciones. Pero, pidiendo toda 
he de confesar algo. 
Marsruo: Adelante 
(ALFA entra de nuevo.) E 
Bera: Encuentro feos algunos aspectos de los argumentos de De 
aunque he llegado a convencerme de que existen en ellos un meollo 
razonable. Me parece ahora que ninguna conjetura es generalmente 
válida, sino tan sólo válida en un dominio restringido que excluye 
las excepciones. Estoy en contra de tildar de «monstruos» o «casos patoló. 
gicos» a esas excepciones. Ello equivaldría a la decisión metodológica 
antes por derecho propio, 


de mo considerarlas como ejemplos inter 
merecedoras de una investigación propia. Perb también estoy en contra 
del término «contraejemplo», puesto que de ese modo se las toma como 
ejemplos en pie de igualdad con los ejemplos positivos, si bien los 
pinta de algún modo con los colores de guerra. De ese modo, al 
enfrentarse a ellos, uno es presa del pánico, como Gamma, y se siente 
tentado a abandonar hermosas e ingeniosas pruebas. No: no son sino 
e 
plo» tiene un matiz agresivo que ofende a quienes han inventado las 
pruebas. La expresión correcta es «excepción». «Hay tres tipos de propo- 
siciones matemáticas 

»l. Las que siempre son verdaderas y 
ciones ni excepciones; por ejemplo, la sum 
los triángulos planos es siempre igual a dos á 

»2. Las que descansan en algún principio falso, por lo que no 


ría estar más de acuerdo. El término «contraejem. 


га las que no hay ni restri 
de los ángulos de todos 
gulos rectos. 


pueden ser admitidas de ningún modo. 


y Las q que i lader 
K Quién es ese majadero? Deberia aprender algo | 

Kara [е Esos]: Y también de triángulos planos no-cuclide 

Derva: Encuentro embarazoso tener que predecir que en esta disc 
sión es probable que Alfa y yo estemos del mismo lado. Ambos argumen 
discre » tan sól el teorema. de Euler en concreto | 
era verdadero o fals , Sigma quiere que admitamos una 

cera categoría en principio» verdaderas, aunque 

imiten excepi unos casos». Aceptar una coexistencia расій 
са de teoremas y excepciones significa ceder а la confusión y el cao 

Aura: D'arcor 

Era: No quise interferir con la brillante argumentación de Dela, 
pero ahora creo que puede ser provechoso que explique brevemerte 
la historia de wi desarrollo intelectual. En mi época de cstudiame, 


me convertí, como dirían ustedes, en un excluidor de monstruos; ao 
como defensa contra tipos como Alfa, sino 
como Sigma. Recuerdo haber leido en una revista lo siguiente acerca 
del teorema de Euler: «Brillantes matemáticos han propuesto pruebas 
de la validez general del teorema 
incluso autores recientes no siempre las reconocen explícitamente»?” 
Este artículo no era un ejercicio de diplomacia 
en las conferencias y libros de texto de 
que el bello teorema de Euler, V+C — А + 2, está sujeto en alguros 
casos a «restricciones» o «no parece ser válido», no se descubren las 
razones reales de estas excepciones» 28, He examinado ahora las «excep. 


ото defensa contra tipos 


Sin embargo, sufre excepcion 


amar la 


nción sobre dichas excepciones, puesto que 


istado. «Aun cuando 


cometa se señala siempre 


Вегаса [1818-19], pág 
Hessel (1832 


mis haber pr 


347 y 349, 


а que tión deberia volver a sus recientes autore 


la que Hessel 


Por сісти 
ntregê el 
que d teorema de E 


miculo: A. L- Crelle. E 


los poliedros (vol. 


449). Matthiessen alude aquí al Lehrbuch der Coen | 


de jusuficación. ¿Por qué no eliminar el aceptando las credencial 
jel contraejemplo y rechazando el «tcoren la «demostración 

Era: ¿Por qué habría de r o nada malo 
en ella. ¿Acaso usted ve algo n 1 le monstruos me 


parece más racional que su exclusión d. 


Maestro: Este debate ha mi la exclusión de monstruos 
puede obtener una audiencia cuando surge del dilema 
le Eta. Pero retormemos a Beta у Fue Beta quien rebautizó 
como excepciones los contraejemplos. Sigma estuvo de acuerdo con 


Beta 
Bera: Me aleg 


me temo que yo no pueda estar de 
hay tres tipos de proposicio: 


a que Sigma estuviese de acuerdo conmigo, pero 


acuerdo con él. Es cierto que 
5: las verdaderas, las falsas sin esperanza 


y las esperanzadoramente falsas. 


Este último tipo se puede mejorar, 
convirtiéndolas en verdaderas al añadirles una cláusula restrictiva que 
enuncie las excepciones. Yo nunca vatribuyo a las fórmulas un dominio 
indeterminado de validez. En realidad, la mayoría de las fórmulas son 
verdaderas sólo sí se satisfacen ciertas condiciones. Al deter 
condiciones y, naturalmente, al fijar con precisión d significado de 
los términos que utilizo, hago desaparecer toda incertidumbre» ??, Así, 

usted ve, no abogo por ninguna coexistencia pacífica entre las 


fórmulas no mejoradas y 1 


excepciones. Mejoro mis fórmulas y las 
£, como las de la primer 
el método de exclusión de mc 


Sigma. Eso 


significa que асери struos en la medida 


ago en la medida en que funcione como truco 


en que sirva para hallar d dominio de v 


lingúistico para salv Jables» mediante conceptos restric- 


tivos. Habría que mantener separadas 


de Delta. Me gustaría bautizar wi 


mbas funciones del método 
do, caracterizado tan sólo por 
mitodo de exclusión de excepciones». Lo 
utilizaré para determinar con precisión el dominio en el que se sostiene 
la conjetura de Euler. 

Maestro 


la primera de las funciones, 


.Cuál es el «dominio determinado con precisión» de los 


y Eschweiler y al Lehrbuch der Streometrie de Grunert. Con todo, Matthiessen 
mo resuelve el problema al modo de Eta, mediante exclusión de monstruos, sino al 
modo de Ко, mediame ajuste de morstruos (f. nota 48 

* Esto ез de la introducción de Cauchy a su célebre [1821] 


poliedros euleriar 


que nos ha prometido? ¿Cuál es su «fórmula períce 


Bera: Para todos los poliedros que mo presentan cavid 


(como el par 
de cubos encajados ) y túneles (сото el marco de cuadro), V - 


14 C=2 


MAESTRO: ¿Está usted seguro? 

Bera: Sí, lo estoy 

Матко: ¿Y qué pasa con los tetracdros gemelos? 

Bera: Perdón: Para todos los poliedros que no tengan cavidades, tisele 
е «estructura miltiple», V — A + С = 2%. 


Marsrko; Ya veo. Estoy de acuerdo con su 


política de mejorar 
la conjetura сп vez de tomarla o dejarla. La prefiero tanto al método 
de exclusión de monstruos como al de la rendición. Con todo, tengo 
dos objeciones. Primera, tengo por insostenible su pretensión de que 
su método no sólo mejora, sino que hace «perfecta» la conjetura; es 
decir, que «la convierte en estrictamente correcta», que ubace desaparecer 
todas las incertidumbres». 


Bera: ¿De veras? 

Marsrro: Ha de admitir usted que cada nueva versión de su сопјаы- 
та no es más que una eliminación ad hoc de un contraejemplo que 
acaba de surgir. Cuando tropieza con los cubos encajados, excluye 
los poliedros con cavidades. Cuando cae en la cuenta de la existencia 
de un marco de cuadro, excluye los poliedros con túneles, Aprecio 
su mentalidad abierta y observadora; está muy bien tener en cuesta 
estas excepciones, pero pienso que merecería la pena inyectar algún 
método en su ciego modo de tantear las «excepciones». Está bien 
admitir que «Todos los policdros son culerianos» no es más que una 
conjetura, pero, ¿por qué conceder a «Todos los poliedros sin cavidades, 
túneles y similares son eulerianos» la condición de un teorema cue 


ya no es conjetural? ¿Cómo puede usted estar seguro de haber enumerado 
tadas las excepciones? 


Bera: ¿Puede usted proponer una que yo no haya tenido en cuenta? 
ALFA: ¿Qué me dice usted de mi erizo? 


3 Lhwilier y Gergowne parecen haber estado seguros de que la lista de Lhulier 
había enumerado todas las excepciones. Leemos en la introducción a esta parte del artículo 
Serê fácil convencerse de que el Teorema de Euler ез verdadero en general para todos 
los policdros, sean o no convexos, excepto en aquellos casos que se esperlficacdo. or 
(Lhuilier [1812.13], pág. 177). Leemos luego de nuevo en el comentario de Gergome 
— las excepciones especificadas, que parecen ser las ünicas.-» (ibid. pág, 188) Fere, 
A becho, a Lhuilir se le escaparon los tetrordros gemelos, que no fueron de hasta vinte 
ás tarde por Нин (1832)). Es digno de señalar que algunos matemáticos de primera 

luso con un vivo interés en metodología como Gergonne, pudiesen creer que 
se puede descansar sobre el método de esclusión de excepciones, Esa creencia es semejante 
al «método de división» en lógica inductiva, según el cual puede haber una enumeración 
completa de explicaciones posibles de un fenómeno, con lo que, si podemos eliminadas 
todas menos um por el método del experimenta crit, entonces еа queda probado, 


Gauna: ¿Y de mi cilindro: 


Marsrno: Para mi argumento ni siquiera preciso n 


evas «excepcio: 
iteriores excep- 


nes» concretas. Mi argumento acudía a la posibilidad de 

Bera: Puede usted est 
cambiar meramente de posición cada vez q a 
jemplo. No se debería decir: «Si de los fenómenos no surgen excepciones, 


se debera 


: lo eie 
ar perfectamente en 


ez que aparece un nuevo contrac- 


general. Pero, si aparcciese alguna 


a conclusion puede afirmarse c 
e nto posterior, hay que empezar a afirmarla con 
i pensar. Barruntibamos 

sesto que hallamos 

al principio que para todo poliedro V — 1+ С =2, puesto q 
ега herdhd in el caso de los cubos, octacdros, pirámides y prismas: 
Ciertamente, no podemos aceptar «este modo miserable de inferencia 
de lo especial a lo general»??. No es de extrañar que surgiesen excepcio 

es; lo extraño es que no apareciesen más mucho antes. Para mí que 
EE deron aparición otros poliedros, nuestra 


excepciones que tengan lugarn3!. Déj 


convexos. Tan pronto como hici 1 
ción. dejó de fancionar33. Así pues, en vez de excluir las 
trazaré la línea de separación con modestia, 

spero 


generali 
excepciones una a una ы 
aunque con seguridad: Todos los poliedro consexas son eulerianor A 
que se me conceda que esto по tiene nada de conjetural, que es un 


teorema. 


es s aravilla que serocjante procedimiento sólo rara ver lleve a las Mamadas paradojas. 
E "Pronto como se empiezan a sacar conclusiones falsas, se sigue una 
Voter fuc mus corrente. Legendre, por ejemplo, despues de dar su definición má» bien 


general 


Imee Laka 
o p romento. Podemc 
». En esta nueva versión modifi 
cada de lo de exclusión de excepciones, que Beta ha ingeniado 
de un tan vivo en respuesta a mi crítica, el rechazo pieza а 
pieza ha sido sus una retirada estratégica a un dominio 


de la conjetura, Está usted jug 
pretende? 
ya excepciones en el inte 
el peligro opuesto. ¿No podría 
haber hecho una retirada demasiado radical, dejando fuera de las muralhs 
cientos de poliedros culerianos? Nueste 


› seguro, pero ¿acaso está ч 


de su bastión. Además, ex 


conjetura original tal vez haya 
sido una pretensión excesiva, pero su tesis «perfecta» me parece más 
bien una pretensión escasa, Y, sin embargo, ni siquiera puede usted 
estar seguro de que no sea también excesiva 


Pero querría exponer también mi segundo objeción: su argumen:o 
se olvida de la prueba; al barruntar el dominio de validez de la conjetura, 
prueba en absoluto. ¿Sin duda usted 

no crec que las pruebas sean redundantes? 

Bera: Nunca he dicho tal cosa 

Млтзтко: No, no lo ha hecho usted; pero usted descubrió que 
nuestra prueba no demostraba nuestra conjetura о 
muestra su conjetura mejorada? Digame. 

Bera: Bueno...% 

Era: Gracias, señor, por este argumento, El embarazo de Beta 
muestra a las claras la superioridad del difamado método de exclusión 


parecería que usted no necesita 


mal. ¿Acaso ce 


Жыны asus p 
Que los convexos Con todo, en una nota adicional en letra pequeña 
Posterior, tras haberse encontra 


dros generales. aunque, por otra, se aplica a algunos más 


(acaso una reflexión 


Con excepciones nunca enunciadas?) se retira, con 
1809), págs. 161, 164, 228) 

cos profesionales se sienten perplejos acerca de que son las pruebas. 

otro lado, saben por experiencia que las pruebas son falies, 


Stia aunque a salvo, a los poliedros convexos 
2» Muchos mate 


si no demuestran. P 


i bien saben asimismo, debido a su indoctrimición dogmática, que las pruebas gemúnur 
han de ser infalibles. Lar matemático aplicador resuelven normalmente este problema so 


yonzante aunque firme creencia en que las pruebas de los matemáticos parer son 
«comple», por o que pruebas rumen Con odo, os matemáticos puros ыа or 


hacia las «pruebas completas» de lot йм. Ši se 
repunta cuil es entonces la función de sus «pruebas incompletas», la mayoria de 
ellos se sienten perdidos. Por ejemplo, G. Н. Hardy sentía un gran respeto por la exigencia 
los lógicos; pero, cuando quiso caracterizar la prueba matemática 

соп la que estamos familiarizados los matemáticos profesionales», lo hizo de la siguiente 
blando, no existe eso de prueba matemática; en última instancia 

las pruebas son lo que Lirrlewood y уо denominamos 

micas orientadas a afectar psicológicamente, dibujos en el encerado de 


de pruebas formales 


по podemos 


pelas, ingenios para estimular la imaginación de los alumnos» ((1528] 


la prueba básicamente correcta, que seri ahora rigurosa y no contendrá 
ejemplo, 


los poliedros se pueden estirar en un plano tras haberles quitad 


mis lemas falsos. Po mos visto que no todos 


Puedo 


obviamente 


cara. Pero eso se puede hacer con todos los poliedros comexor 
llamar con todo derecho teorema a mi conjetura perfeccionada y rigurosa. 
Puedo enunciar de nuevo: «Todos los poliedro: 


mente probada — 


son ifies 
tamente verdaderos y la prueba, que no era rigurosa en su falsa generali- 
agido de los poliedros convexos. 


nos». Para los poliedros convexos todos los lemas serán 


dad, lo será para el dominio rest 
Asi, señor 


he respondido 
Marsruo: De ese modo, los lemas, que antes del descubrimiento 


de la excepción parecian manifiestamente verdaderos, parecerán de nuevo 


manifiestamente verdaderos... hasta el descubrimiento de la próxima 


excepción. Admite usted que «Todos los poliedros son culerianos» e 


una suposición; admitía usted hace un momento que «Todos los polie 
dros sin cavidades y sin túneles son eulerianos» era también una suposi 
ción; ¡por qué no admitir que «Todos los poliedros convexos son 
Bera: Nada de «barrantos 
Мато: Aborrezco su pretenciosa «intuición». Respeto lo: 
conscientes, pues vienen de las mejores cualidades humanas 


valor y 


modestia 
Bera 


Propuse un reorema: «Todos los poliedros convexos son 


Wilder piensa que um prueba es «sólo un proceso de contrastación 
jas de nuestra intuición» |. pág. 318). С. Pólya señala 
impletas, est exiones entre los hechos matemáticos, 


рї 


que las pruebas, aunque in 
фо que пох ayuda a memorizaras: las pru 
945|, págs. 10-1 


eereesreseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeere 


Inve Lakatos 


¿Podría usted ofrecer un contraejemplo? 

Матко: No puede usted saber que no pueda. Ha mejorado usted 
la conjetura original, pero no puede usted pretender haber logralo 
la perfección, haber conseguido un rigor perfecto en su prueba. 

Вета: ¿Acaso puede м 

Mater: Tampoco yo puedo. 
mejorar las conjeturas represe: 
que estableceré una unida 
jemplos, 

Вета 


Pero estimo que mi método de 
ага una mejora respecto al suyo, puesto 
una interacción real entre prucbas y contre 


оу pronto a aprender. 


(d) El método de ajastar monstruos 


Ro: Señor, ¿puedo aprovechar para decir unas palabras? 
Marsrro: Por supuesto, 


Ro: Estoy de acuerdo en que hemos de rechazar la exclusión de 
mostruos de Delta como enfoque metodológico general, puesto que 
по toma en serio realmente los «monstruos». Beta tampoco toma en 
serio sus «excepciones», puesto que se limita a hacer uma lista con 
ellas y, a continuación, se retira а un dominio seguro. Asi, ambos 
métodos están tan sólo interesados en un campo privilegiado y limitado. 
Mi método no practica discriminaciones. Puedo mostrar que «tras an 
examen más detenido, las excepciones resultan ser sólo aparentes y 
el teorema de Euler mantiene su valide», incluso frente a las pretendidas 
excepciones» 

Marsrro: ¿De veras? 

Arra: ¿Cómo puede ser un poliedro euleriano ordinario mi contrie- 
jemplo 3, el «erizo» (fig. 5)? Posee doce caras pentagonales estrellada; 

Ro: No veo «pentágono estrellado» alguno. ¿No ve usted que de 
hecho este poliedro posce caras rriamgulares ordinarias? Hay 60 de elhs. 
También posee 90 aristas y 32 vértices. Su «característica euleriana» es 
2%. Los 12 «pentágonos estrellados», con sus 30 «aristas» y 12 «vir- 
ticas», que suministra la «característica» 6, no son más que un producto 
de su imaginación. No existen mónstruos, sino tan sólo interpretaciones 
monstruosas. Hay que purgar la mente de ilusiones pervertidas; Fay 
que aprender a ver y a definir correctamente lo que se ve. Mi método 


"SC Mashiessen [1853] 


El argumento de que el «erizos ex urcalmentes un poliedro culeriano prosáco 
con 60 caras triangulares, 90 aristas y 32 vértices am hexacontaidre sans ¿pithiten— lo 
propuso el empedernido campeón de la infalibilidad del teorema de Euler, E. de Jonquière» 
(1189041, pág 115). La idea de interpretar los poliedros estrellados no culerianos como 
Poliedros culerianos triangulares no se debe, sia embargo, a Jonquières, sino que posee 
una historia dramática (cf. la nota 39. más abajo) 


Mago eoe EE 


S ense a reconocer correctamente un ejemplo. Ajusto su visión 


nos lave el cerebro: 

Marsto: Dejémosle seguir 

Ro: Ya he expuesto mi posición 

Gase: ¿Puede usted ampliar su critica del método de Delta? 
Ambos exorcizan los «monstruos» 

Ro: Delta fue presa de las alucinaciones de todos ustedes. Estaba 
de acuerdo con que su «erizo» tenía 12 caras, 30 aristas y 12 vértices, 


cuestione e poliedro 
Poliedro. Pero se equivocó en ambas cuestiones. Su «erizo» es un p o 
Jet una mala interpretación. Si me lo permite, по se trata de la huella 
del erizo en una mente sana y pura, sino de su imagen distorsionada 
en una mente enferma, retorciéndose de dolor%. 

SC Nis más característico de una epistemología dogmática que su teoría del error 
En ef os manifest, Му que esplin cómo se puede uno 
d он Segün au cora particular del error, cade epistemología dogmática ofrece 
арин portcaar pan purgar ia menie de errores: СІ. Popper [1963], Introducción 


A ciertas. verdades 


SRo abt duda de que a Poinsot le lavaror el cerebro en algún momento entre 
1809 y YAS Fue Poinsor quien redcscubrió los políedros estrellados, quien los analizó 
JU vie primers dode el panto de vista de la cueranidad y quien enunció que algunos 
otis чөт pacto е Рио dedecaedio curelado, no cumplen la fórmula de Euler 
Zë Alar bicn, c amo Ранно afirma caegóricimenie en su [1838] que la fórmula 
Шр ono solo e verdadera para os policiros convexos, sino para poliedros cualesquiera, 
decr los ceteri, £7 "Рен mula cl término jer d' pie тран 
рза гине a reed) La conadecin e obvia ¿Cul es 1a explicación? ¿Qué 
лышт con lor cemrajemplas а base de poliedros cellados? La clave esi en la 
Mar etat enl, de acto, «de puede tedueir oda a toria de 
Poliedros а la teoría de poliedros con caras friaugularem. Es decir, Poinsot-Alfa sufrió 
Toledo de cerebro part convenire en Poinsot-Ro: ahora slo ve triángulos donde 
Niue vet plgunoscrlldos: ahora dl ve ejemplos ll donde ames vis contraiemplos 
Каалы ae ser sobrepicia y сора v que on la tradicion «итий, no hay 
Verl mano pare anclar serojantes cambios de chaque. Uno se pregunta si 
D tafentado alguna ver соп caris anulaes у, єп ese адо, si las reimerpretó 

Ti ameo dc vim no tene por qué operar siempre en la misma di 
дезо, J C. Becker, en su [18902], facinado por el nuevo marco conceptual de los 
Ыы leple у milüplemente conexos (Riemann [1851] aceptó los poligonos аге, 
dose решен ciego а los poliedror estrellados (pig. 00). Cinco años después de 
Sedis a cl que pretendia aber dado al problema una solución «definitivan, amplió 
Ж иба. reconociendo patrones exar poligonale у cxehr-poliérieos ali donde anterior- 
"etie adio veia cmgalos y ройейго trangulare (189 à 

V ae fom pie dc h or мока de error, atribuida. a Cásipo (f. Aecio 

1501, IV. 12:4; también Sexto Empirico [e. 190]. 1. 249) 


A nn 


EE 


nfermas, 1 rpretaciones racionales de las monstruosas? 4 

Ro; ¡Lo que me sorprende es que las pueda mezclar usted! 

лома: ¿Acaso piensa usted realmente, Ro, que Alfa nunca constató 
la posibilidad de interpretar su «erizo» como un poliedro triangular? 


supuesto que es posible. Pero, 


riángulos están siempre en grupos de cinco en el mismo plano 


y rodean un pentágono regular oculto, como su corazón, tras un ángulo 


sólido. Ahora, los cinco triángulos reg 


геу. шаг forman un llamado «pentag: о Paracelso 


era el signo de la salud...» 3 

Ro: ¡Supersticiones! 

SIGMA: Y así, para la mente sana quedará revelado cl secreto del 
con caras regulares y ángulos sólidos regulares, cuya bella simetría 
podría revelarnos los secretos de la armonía universal... 43 

Лика: Gracias, Sigma, por su defensa, que me convence una vez 
más de que los oponentes son menos emi 
Por supuesto que mi figura poliédrica se puede interpretar como un 
poliedro triangular o como un poliedro estrellado. Estoy dispuesto 
a admitir ambas interpretaciones en pie de igualdad. 

Kara: ¿Es eso cierto? 

Deura: Pero, no cabe duda de que una de ellas es la verdadera 

ación. 
Estoy dispuesto a admitir ambas interpretaciones 
igualdad, pero una de ellas constituirá con certeza un contraejemplo 
global de la conjetura de Euler. ¿Por qué admitir tan sólo la interpreta: 
ción que está «bien ajustada» a los prejuicios de Ro? En cualquier 
caso, Señor, ¿nos explicará ahora su método? 


zosos que los aliados. 


pie de 


huella sobre 


ma: la phamtesía o vium. La persora prode 
Testen о ейт) ante una 


lara si no madura previamente en una We clara 
^ 

үеден), соза que mo puede ocurrir si es falsa 

claras y distintas compone la ciencia (epirtémé). En nuestro ca 
sobre la mente de Alfa seria el pequeño dodecaedro 

mientras que sobre la de Ro sería el hexacontacdro triangular. Ro diría que 


y distinta (plantaris aaen o. c 
El sistema de ide 
la huella del «eri 


poliédrico-estelar de Alfa no puede madurar en forma de una idea clara y distira, ya 
Que, obviamente, entraría en conflicto con la fórmula «probada de Euler: Así, la inre prete 
ción poliédrico-estcar fallar, tornándose dara y distinta la única alternativa; a saber, 
la interpretación triangular. 


distinguir la phantazia de la Sieden: Башар (v. g., Sexto Empirico [e 
42 Kepler [1619], Lib, H, Propositio XXVI 


48 Se trata de una exposición mue Ва де la opinión de Kepler 


le) Mi metura por el m de incorporación de lemas. H 
Maestro: Volvamos al marco de cuadro. Por mi parte, reconozco 
que constituye un genuino contraejemplo global de la conjetura d 
Euler, así como un contraejemplo local del primer lema de mi prueb: 
Gawa: Perdón, Señor, pero, ¿cómo refuta el primer lema este 


Maestro: Elimine primero una cara e intente luego estirarlo plano 


sobre el encerado. No podrá usted 
Aura: Como ayuda а la imaginación, le diré que ai 


lar en una esfera poseen la propiedad 


sellos y sólo 


aquellos poliedros que se pued: 


de que, tras eliminar una cara, se puede estirar la parte restante sobre 


ча pla 
Es obvio que semejante poliedro «esférico» se puede estirar sobre 


un plano, después de eliminar una cara; y viceversa, resulta igualmente 
o don si an: polledro/ menos она cars. sé. puede: сий, ebe un 
plano, entonces puede usted doblarlo en forma de un vaso redondeado 
que se puede cubrir a continuación con la cara que falta, obteniendo 
así un poliedro esférico. Sin embargo, nuestro marco de cuadro nunca 
se podrá inflar hasta que forme una esfera, sino tan sólo hasta formar 


Млвзтко: Muy bien. Ahora bien, frente a Delta, acepto esté marco 
de cuadro como crítica de la conjetura. Por consiguiente, descarto 
como falsa la conjetura en su forma original, si bien propongo inmediata- 
mente una versión modificada y restringida; a saber, la conjetura de 
Descartes-Euler se mantiene para poliedros «simples», es decir, para 
aquellos que se pueden estirar sobre el plano después de quitarles 
una cara. De este modo, hemos rescatado, algo de la hipótesis original 
Tenemos: La característica de Enler de un poliedro simple es 2. Esta tesis 
no quedará falsada por el cubo encajado, los tetraedros gemelos o 
los poliedros estrellados, ya que ninguno de ellos es «simple». 

Así, mientras que el método de exclusión de excepciones restringía 
tanto el dominio de la conjetura principal como el lema culpable a 
un común dominio de seguridad, aceptando de ese modo el contraejem- 
plo como critica no sólo de la conjetura principal, sino también de 
la prueba, mi método de incorporación de lemas sostiene la prueba, 
aunque reduce el dominio de la conjetura principal al dominio propio 
del lema culpable. O, mientras que un contraejemplo a la vez global 
y local hacía que el excluidor de excepciones revisase tanto los lemas 
como la conjetura original, me hace revisar a mí la conjetura original, 
pero no los lemas. ¿Comprende usted? 

Aura: Sí, creo que зі. Para mostrarle que he comprendido, lo 
refutaré 


Imre Пака 


Marsrio: ¿Mi métod 


o mi conjetura mejorada? 


Arra: Su conjetura mejorad: 


mi método. Ре 6 


venga su contraejemplo. 
Aura: Considérese un cubo con otro cubo menor asentado зоре 
él (fig. 12). Satisface todas nuestras definiciones (la Def. 7, 2, 3, f, 
4^, 5), por lo cual es un poliedro genuino. También es «simple 1 

n cs «simple», puesto 
que puede ser estirado sobre un plano. Así, de acuerdo con su conjetura 
modificada, su caracteristica euleriana debiera ser 2. Con todo, 


16 vértices, 24 aristas y 11 caras, y su característica de 


16— 244 11 = 3. Constituye un contraejemplo global de su conjetura 
mejorada y, de paso, también del primer teorema «excluidor de excepcio 
nes» de Beta. Este poliedro, a pesar de no tener cavidades ni túneles 
o «estructura múltiple», ло es euleriano. 


рта: Llamemos Contraejenplo 6 a este cubo con cresta 4 
Maestro: Ha falsado usted mi conjetura mejorada, pero ло ћа destrui- 
do usted mi método de mejora. Recxaminaré la prueba para ver por 


Fig. 12. 


ла Lhuilier se dió cuenta del Comregemple 6 ([1812 
Ger 


М1. ма. 186): get ем че 
от ademit ln novedad de du бшемш Pera, ӨМ encuenta años. nds 
tarde, Poinsot no había oido hablar de & (1858) mientras que Matthiessen (1863) y 
Jonquières, ochenta años después (11800), lo trataron como un monstruo. (Cf. las 
on 39 y 48), Los primitivos exduidorer de excepcioner del siglo dicinveve lo 
muestra muchas veces el caño de la pirámide de tres lados adosada а М em de un 
е de melo утаре удин de e prime, cod cor iow апыз delia. 
"Ea еме caso, lo que а base rro, ТЕСЕУ ез lo que aparece escrito en 
si Miren de naus. Y con cio se aba d muntos. (Matthiesen 1869), pig, 40) 
ae maendticor modera tienden a ее lar Cons sales, eg 
per la бийс de variedades. aunque puede tornarse rere ee ortos cometo, 
D Seen dice en su [1960]: «Dividamas el globo са F palace (consideraremos is 
Mast y cies cono ern). Tendremos enuonses Û + С = „14.1, dea cud sea la эймасба 
рай» dg. 273). Con todo, se pregunta uno si Steinhaus destruir Berlin occidere 
Don Miche gees parges ee (айыз e een de Бы, (Avery 
рә supuso, posce eiar que ware cunc Baikal aan compleadente e а pu 
Eliot Corr ep. pli que he йи que se e эксе Y osten bui Ж 
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qué se ha venido abajo con su poliedro. Debe haber otro lema falso 
en la prueba 

Bera: Por sup 
m3. Presupone que en el proceso de tri 
en uno el número de aristas y caras al tra 


xo que lo hay 


mpre he sospechado del segundo 


gulación se aumenta siempre 


Eso es falso. Si miramos el entramado plano de nuestro poliedro con 
слема, hallaremos una cara en forma de anillo (fig. 13(0)). En este 
caso, ninguna arista d as (fig. 13 
(0): precisamos un aumento de dos aristas para aumentar en uno 


o O 


0 [7 


el número de caras (fig. 13(0). 


Ei 
Fig. 13. 


MAESTRO: Mis felicitaciones. Ciertamente, he de restringir aún más 
nuestra conjetura.. 

Bera: Ya sé lo que va a hacer usted. Va a decir usted que «Los 
poliedros simples con caras triangulares son eulerienor», Dará por supuesta 
la triangulación y, una vez más, convertirá el lema en una condición 

Matsrno: No, Señor, se equivoca usted. Antes de apuntar concreta- 
mente cuál es su error, permitame extenderme un poco en mis comenta 
ríos acerca de su método de exclusión de excepciones. Cuando restringe 
usted su conjetura a un dominio «seguro», no examina la prueba propia: 
mente y, de hecho, no lo necesita para sus propósitos. Para lo que 
se trae entre manos, le basta con el enunciado informal de que, en 
su dominio restringido, todos los lemas serán verdaderos, scan lo que 
sean. Pero a mí eso no me basta. Incorporo a la conjetura el mismísimo 
lema que ha sido refutado por el contraejemplo, de manera que tengo 
que identificarlo y formularlo lo más exactamente posible, basindome 
en un análisis cuidadoso de la prueba. De ese modo, los lemas refutados 
se incorporarán. dai conjetura mejorada, Su método по lo fuerza 
a producir una penosa elaboración de la prueba, puesto que la prueba 
no aparece en su conjetura mejorada, como ocurre con el mío. Vuelvo 
ahora sobre su sugerencia presente. El lema falsado por la cara en 
forma de anillo no es, como usted parece pensar, «todas las caras son triangu- 
lares», sino «cualquier cara bisecada por una arista diagonal se separa en des 
trozos». Este es el lema que convierto en una condición. Denominando 


Imre Lakas 


* las caras que lo satisfacen «simplemente conexas», puedo ofrecer 
una segunda mejora de mi conjetura original: «Paro ж; tro simple 
con todas sus caras simplemente conexas, V — A4 C Ae, La сайы de 
$u burdo enunciado erróneo es que su método nú le enseña a practicar 


un cuidado análisis de la prueba. El análisis de la prueba es a veces 
trivial, aunque otras veces resulta realmente dificil 

Bera: Ya veo cuál es su posición. Debería añadir га 
nota autocrítica а su comentario, 


pues me parece que revela todo un 
у excluidoras de excepciones. 
а excluir algunas excepciones sin con 
absoluto. De ahí la mistificación 
mano y las excepciones en la otra, Р; 


continuo de actit 
se limita. 


La peor de ellas 
siderar la prueba en 
cuando tenemos la prueba cn una 
ara la mentalidad de tales excluidores 
de excepciones primitivos, la prueba y las excepciones existen en doy 
compartimientos completamente separados, Otros podrán señalar ahora 
que la prueba funcionará tan sólo en el dominio restringido y asi 
pretenden disipar el misterio, Sin embar; 
siendo extrañas a la idea de prueba $$ 
айп mejores echarán un rápido vistazo a la prueba y, como me aciba 
de pasar a mi, obtendrán cierta inspiración para enunciar las condiciones 
que determinan un dominio seguro. Los mejores excluidores de excepcio- 
пез practican un cuidadoso análisis de la prueba у, basindose en clo, 
trazan una finisima separación del área prohibida. De hecho, su métedo 
ja este sentido un caso límite del método de exclusión de excepao- 
nes... 

Тота: Y muestra la unidad dialéctica fundamental de la prucba 
y las refutaciones. 

Maestro: Espero que ahora to 


БО, sus «condiciones» seguirán 
Los excluidores de excepciones 


idos ustedes vean que las pruebas, 
апа cuando puedan no demostrar, ayudan ciertamente а mejorar nues 
conjetura 44. También la mejoran los excluidores de excepciones, pero la mejira 
era independiente de la demostración. Nuestro тео mejora demostrando. Сын 


nidad intrínseca entre la «біса del descubrimientos у la «lígica de la Justificación» 
constituye el 


aspecto más importante del método de incorporación de leves 
Bera: Por supuesto, ahora entiendo sus sorprendentes consideraci. 


oed subrayado c» mb.) 
91431), da una descripción acritica, aunque бейта, de ex 
Jos geómerras, además de hallar nuce 
del teorema de Euler, exabam dedicadas | е 
F. Ch. Henel erararon de clasificar hs excepciones? ig Me 
** Hardy, Lutlewocd, Wilder y P 
la not 35) 


pruetas 
ЫБ 


blecer las excepciones que suf 


'ólya parecen haber pasado por alto este punto (vêxe 


anteriores, en el senti vermurbaba el hecho di 
1 refutada, v su deseo de «proba 
que una conjetura quedase «pr 
ncluso una conjetura falsa 
Kara bierg: ¿Por qué llamar «prueba» а lo que de hecho e 
MAESTRO: Notad que hay pocas personas dispuestas a compartir 
esta actitud. La mayoría de los matemáticos son incapaces de ponerse 
a la vez a probar y refutar una conjetura, debido а sus empedernidos 
Ca Se ПАЙЫ Te yuan a fi 1 usan. Аан, don. 
especialmente incapaces de mejorar las conjeturas, refutándolas, sí resulta 


sin refutaciones 


n mejorar sms совјети 
que las conjeturas son suyas. Quiere А 


т a reducir de falsedad, si no e 


{ёт purgan el aumento del conocimiento del horror de los contraejemplos 
de verdad: asi, purgan 
Ei erae el prado dd cnius dl cie DU de excl 
de excepciones: comienzan «jugando a la seguridad», inventando. una 
SCHEER «seguro», y continian somctiéndola a una concien: 
WEN Tek vui uut roc AER RU E 
una de las condiciones impuestas. Si no, exgudizan» o «generalizan» 
la primera sesión modesta de su teorema; су decir, especifican los 
lemas sobre los que se articula la prueba los incorporan. Por ejemplo 
tras uno o dos contraciemplos, pueden llegar a formular el Zeorema 
extr de rep peii. «Todo ls piros conven sen 
culerianos», pasponiendo los casus ne-convexos para, uba eara pesterjor 
MN I E DN crucis CU eno Д. 
jue en resida а кое no de ab en чуе ae 
el teurema que incorpora el lema 7, Nada hay heuriiticamente incorrecto 
еп este procedimiento que combina una exclusión de excepciones provizia- 
nal con sucesivos análisis de la prueba e incorporaciones de lemas, 
Bera: Por supuesto que este procedimiento no elimina la crítica 
al trasfondo: en vez de criticar directamente 


sino que tan sólo la rele s SS 
un enunciado excesivo, critica un enunciado excesivamente restringido. 
" Mansrno: Estoy encantado de haberle convencido, Bera. ¿Qué pien 
san илебез, Ko y Delta? 
о: Por mi parte, lo único que pienso es que el problema de 
d au АИ EE 
sde do 5 y aristas en esta soldadura. 


las «c; 
monstruosa de lo que constituye las ca 
de dos cubos en uno, que usted denomina «cubo con cresta» 


lı obra clásica de Pólya y 


1 Habría que exerutar cada prucba para ver «i de heche han 
uid Geer habría que тиг de obtener la misma о ИИ 


ır satisfecho 


| ok: теп que se ha llegado al limite de las posibilidad 
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D a 


Fig. 14. Tres versiones dela cara anular 


(4) Jonquières, (b) Matthies 
sen. (6) «ojos inexpertos». 


Marsruo: Expliquese 

Ro: El «cubo con cresta» es un poliedro 
soldados uno con otro. ¿Está usted de acuerdo 

Marso: No tengo ningún inconveniente 

Ro: Pues bien, usted ha interpretado mal la «soldadura». Esa «solda- 
duro» consta de aristas que conectan los vértices del cuadrado de abajo 
del cubo pequeño a los vértices correspondientes del cuadrado superior 
del cubo grande. Así pues, no existe en absoluto una «cara anular». 

Bera: ¡La cara anular está ahí! ¡Las aristas bisecantes de que usted 
habla no están ahi! 

Ro: Lo que pasa es que permanecen ocultas a sus ojos inexpertos 4s, 

Bera: ¿Supone usted que vamos a tomar en serio su argumento? 
¿Lo que зо veo es superstición, mientras que sus aristas «ocultas» son 
la realidad? 

Ro: Mire este cristal de sal. ¿Diría usted que se trata de un cubo? 


* Esta soldaduras de dos poliedro por risas ocultas li defiende Jonquiéres (1890 
e Den ulia a он de sensore ren Meet 
€I ajue de monstruos contr os cubos com тема EE Masies 
11869] fue el primer proponente del uxo de ajuste de monsruos en deleta del trea 
de Euler, Déi consistentemente el ajuste de пиги: compar mais a y 
aras cultas рата explicar todo lo que no sea cuerno, Ind lor polio com tinle 
y Enviados. Mientras que la soldadura de Jonquières consiste en una angulación comple 
de la cara anular, Marthiemen sucia con economia dibujando tan solo di namera тина 
de aras que divida a cara en sabaran тоса conem по айо 8 

Weber posee una norable confiar en su método de converti? contracjemplos 
revolucionarios en burgueses ejemplos euleranos bien ajusados. Pretende que acia 
poliedro se puede analizar de mado que cereobore el teorema de Dele кезіде 
has pretendidas excepciones señaladas por cI observador supericl у, а Contar, 

ита: «En cada umo de cos cases, podemos mostrar que cl рой posee teme ү 
as ocultas que, өе denen en cuenta, dem polus el teme К IAEA, 
Жошо en e cato de clos Чаңы ратата тешет 

Sia embargo, la de de que зе pueden transformar en eulernos algunos polidros 
no eulerianos, mediante el expediente de dibujar las caras o aristas эне, ж surje 
de Matthiessen, sino de Неме. Ene ejemphtiea eno con мез caos cm bu qur unii 
belas figuras E págs, 14), Con todo, na миша el тод para ja, 
similares para los cuales es vilida la ley de SI js 


Bra: Ciertamente 
Ro: Un cubo tiene 12 aristas, ¿no es eso? 
Bera: Si, las tiene 
Ro: Sin embargo, en este cubo no hay arista ninguna; están ocultas 
Tan sólo aparecen en su reconstrucción racional. 
Bera: Pensaré sobre ello, Una cosa es clara, el maestro ha criticado 


nte opinión de que mi método llevase a la certeza, así como 
prueba. Esas críticas se aplican tanto а mi «exclusión 
de monstruos» como à su «ajuste de monstruos» 

Marso: ¿Qué dice usted, Delta? ¿Cómo exorciza wed la cara 
anular? 

Deita: No podría, me ha 
que me pregunto es por qué no se asegura us 
el descuidado lema errero. Propongo una tercera y última formulació 
«Todos los poliedros son culerianos, si (e) son simples, (0) poseen 
cada una de sus caras simplemente conexas y (¢) son tales que los 
triángulos del entramado plano triangular, resultantes del estirado y 
triangulación, se pueden numerar de modo que, al eliminarlos en el 
orden correcto, 17 — 14 C no se altere hasta llegar al último triángu- 
lo»1%, Mepregunto por qué no ha propuesto usted esto desde el principio. 
Si tomase usted realmente en serio su método, habría convertido inmedia- 
tamente todos los lemas en condiciones. ¿Por qué esta «ingeniería fragmen- 
tada» 250 

ALFA: ¡Un conservador convertido en revolucionario! Su sugerencia 
me resulta más bien utópica, pues по hay exactamente fres lemas, 
¿por qué no añadir, junto con muchas otras, condiciones como «(4) 
si 14 1=2» y «(5) si todos los triángulos, tienen tres vértices y tres 
aristas», puesto que usamos ciertamente estos lemas? Propongo que 
convirtamos en condiciones sólo aquellos lemas para los que se ha 
hallado un contraejemplo. 

Gamma: Me parece demasiado accidental como para aceptarlo а 
guisa de regla metodológica. Incorporemos todos aquellos lemas contra 
los que podemos esperar contraejemplos; es decir, aquellos que no 
son obvia e indudablemente verdaderos. 

Dura: Bien, ¿hay alguien a quien muestro lema tercero le parezca 
obvio? Convirtámoslo en una tercera condición 

Gamma: ¿Qué pasa si las operaciones expresadas por los lemas 
de nuestra prueba no son todas ellas independientes? Si algunas de 


nvertido usted a su método. Lo único 
«d, incorporando también 


"Esc ilio lema es innecesariamente fuerte. Para la prueba hubiese bastado con 
susciuirlo por el lema de que «рма el entramado plano triangular que resulta del estirado 
triangulación, I А Cm lu. Cauchy mo parece haberse dado cuenta de la diferencia 

2 Es obvio que los estudiames están muy al día de la reciente filosofía social. El 
término lo осоо К. R. Popper (19971, pág, 64). 


ava de ser ment realizable parte, sospecho. que 


Октя: Pretende usted que la primera condición implica la tercera. 
ede usted probarlo 

Estos: Yo puedo! 

ALFA: Sin embargo, por interesante que sei la prueba, no nos 


ayudará a resolver nuestro problema ta dónde hemos de ir en 


la mejora de nuestra conjetura? Puedo admitir que tenga usted la 


prueba pretendida, pero eso sólo descompodrá este tercer lema en 


gunos sublemas nuevos. ¿Deberemos convertirlos en condiciones? 


¿Dónde habremos de detenernos? 
Kara: En las pruebas hay un regreso infinito; por consiguiente, las 
pruebas no demuestran. Debería usted constatar que probar es un juego 
que hay que jugar mientras divierta, deteniéndose cuando uno se cansa. 
Epson: No, esto no es un juego, sino un asunto serio. El regreso 
infinito puede deternerse mediante lemas trivialmente verdaderos que 
по es preciso convertir en condi 
Gaia: Lao c. io que yo quería deti NO еннет 


mos en condicio 


nes aquellos lemas que se pueden probar a partir de principios trivialmen- 
te verdaderos. Tampoco incorporamos aquellos lemas que se pueden 
probar a partir de lemas previamente especificados, tal vez con ayuda 


de tales principios trivialmente verdaderos. 

Aura: De acuerdo. Podemos, entonces, dejar de mejorar nuestra 
cojetura tras haber convertido en condiciones los dos lemas no triviales. 
De hecho, yo pi 
de lemas es intachable. Me parece que no sólo mejora, sino que Zeng 
perfecta la conjetura. Además, me ha enseñado algo importante: es inco- 
rrecto afirmar que «cl objetivo de un "problema a demostrar er o 
bien mostrar concluyentemente que es verdadera determinada afirmación 
claramente enunciada, o bien mostrar que es falsa» 52, El objetivo ¡tal 
de un «problema a demostrar» debería ser el de mejorar (de hecho, 


nso que este método de mejora por incorporación 


hacer perfecta) la conjetura «ingenua» original, para hacerla un «teorema» 
genuino. 


Nuestra conjetura ingenua era «Todos los poliedros son eulerianos». 


Fecha, tal peve la por vez primera H. Reichardt (1941), pág. 23) 
Cf. también B. L. van der Waerden [1941]. Hilbert y Cobn-Vossen estaban satisfecha 
con que la verdad de la afirmación de Gamma ex bel de ver» (11932). pág, 29: de 
h trad 


52 Pólya ([1945], pág. 142) 


El método de exclusión de monstruos defiend »jetura ir 
nua, remterpretando sus términos d. inal, tenemos un 
Mas, la identidad de las expresiones lingüistic 1 conjetura ingenua 
y del teorema excluidor de monstruos esconde una mejora esencial 
iras los subrepticios cambios en el significado de los términos 

El método de exclusión de excepciones introducía un elemento 
realmente extraño al argumento: la convesidad. El teorema exe 


de excepciones e s convexos son eulerianos.» 


«Todos los polie 

El método de incorporación de lemas descansaba en el argumento, 
es decir, en la prueba y mada más. Virtualmente sumaba la prueba al 
porador del lema: «Todos los poliedros con caras simplemente 


teorema in 


Esto muestra que (y ahora utilizo el término «demostración» en 


sentido tradicional) ило no demuestra lo que se ba propuesto demostrar. 
Por tanto, ninguna prueba debiera concluir con las palabras «Quod 
erat demonstrandum», 

Bera: Algunas personas dicen que los teoremas preceden a las 
pruebas en el orden del descubrimiento: «Hay que barruntar un teorema 
matemático antes de probarlo». Hay quienes lo niegan, aduciendo que 
el descubrimiento procede sacando conclusiones a partir de un conjunto 
especificado de premi les son 
©з que tenemos la suerte de hallarlas. O, para utilizar una metáfora 
deliciosa de un amigo mío, hay quienes dicen que la «cremallera» heurísti 
ca de una estructura deductiva sube desde abajo (la conclusión) hacia 
arriba (las premisas)5% mientras que otros afirman que va de arriba 
abajo. ¿Cuál es su posición? 

ALFA: La de que su metáfora es inaplicable a la heurística. El 
descubrimiento ni sube ni baja, sino que sigue una trayectoria zigza 
gucante aguijoneado por los contraejemplos, se mueve de la conjetura 

ngenua a las premisas y vuelve de nuevo a eliminar la conjetura ingenua, 

sustituyéndola por el teorema. La conjetura ingenua y los contraejemplos 
no aparecen en la estructura deductiva desplegada: el zigzag del descubri 
miento no se puede discernir en el producto terminado. 

Maserno: Muy bien, Pero, perenltseme introducir” Zeg llamada de 
atención. El teorema no siempre difiere de la conjetura ingenua. Al 
probar, no mejoramos necesariamente. Las pruebas mejoran cuando 


is y constarando ci las interesantes, si 


53 Esta última frase está sacada del interesante articulo de Alice Ambrose (11999 
pig. 435) 

м Cf. la noti 7. La metáfora de la «cremallera» la inventó R. B, Braithwaite; sin embar 
ко, sólo habla de cremalleras slógicas» y sepistem 
T1953], pig. 352, 


la idea de là prueba descubre aspectos mesperados de la conjetura 
que aparecen entonces en cl teorema. Pero, en las teorías 

ingenua que e 

^ s podría no ocurrir así. Fs asi efectivamente єп el сазо de 

teorias jovenes en desarrollo, Este entretejido de descubrimiento y justifica 

ción, de mejora y prueba, es principalmente característico de las últimas. 


Kara [aporte]: Es posible rejuvenecer las teorías maduras, El deseu 
brimiento siempre supera la justificación. 

Siena: Esta clasificación corresponde а la mía. Mi primer tipo 
de proposiciones estaba formado por el tipo maduro; el tercero, por 
el tipo en desarrollo. 

амма: [le interrumpe]: ¡El teorema es falso! He hallado un contrae 


jemplo. 


5. Critica del Análisis de la Prueba mediante Contraejemplos 
Globales, pero no Locales. El Problema del Rigor 


(a) Exclusión de monstruos en defensa del teorema 


Gamma: Acabo de descubrir que mi Contraejemplo 5, el cilindro, 
no sólo refuta la conjetura ingenua, sino también el teorema. Aunque 
satisfa 

ALFA: Querido Gamma, no sea usted pelma; el cilindro era un 
chiste, no un contraejemplo. Ningún matemático serio tomará el cilindro 
por un poliedro. 

Gana: ¿Por qué no protestó usted de mi Contratjemple 3, cl erizo? 
¿Acaso era menos «pelma» que mi cilindro?255 Entorces, por supuesto, 
estaba usted criticando la conjetura ingenua y daba la bienvenida а 
las refutaciones. 1. Ibora está usted defendiendo cl teorema y aborrece 
las refutaciones! Entonces, cuando surgía un contracjemplo, su pregunta 
era: ¿qué es lo que va mal con la conjetura? Mora, pregunta usted: ¿qué 
es lo que falla en el contraejemplo? 

Deura: Pero Alfa, ¡se ha convertido usted en un excluidor de 
monstruos! ¿No le da vergüenza 256 


е ambos lemas, no es culeriano. 


3 El erizo y el cilindro se discutieron más arriba, págs. 33 y 48 
34 La exclusión de monstruos en defensa del teorema constituye un patrón importante 


en matemáticas informales: "e 
la fórmula de Euler? ¿Qué condi 
de 1.1 y C asegurarán la valider de la fórmula de Euler?» (Pòla [1945], 1, ejercicio 
29). El a... una ага. deberi 
terminar en esquinas...» (pág. 225). Pólya lo formula en general: «La situación frecuente 
en matemáticas es la siguiente: ya se ha formulado un teorema y hemos de dar ur 
significado más preciso a los términos en los que se formula, a fin de hacerlo estrictamente 
correcto» (pig. 55) 


es lo que está mal en 
geométricas que hagan más preciso el significado 


se da en el ejercicio 24, siendo la. respuor 


Aur: Lo soy; pu 


de que me haya precipitado un poco. Déjeme 
por. posibles de contraejemplos. Ya hemos discutido el 


ме, no refuta el rei 


ero, que es local aunque nd е 


ma, Kt] regando, que ex tanto 


acción: lejos de refurar el teorema, lo confirma. Puede 


al como local, no requiere ninguna 

ber ahora un 
No pensaba 
que fuese posible, pero ahora Gamma pretende que el cilindro es uno de 
ellos. Sî no queremos rechazarlo por monstruoso, hemos de 
es un contracjemplo global: 17— 1 + С 
gundo tipo inocuo? Apuesto alge 


tercer tipo global, pero no local. Este refutaría el teorem 


imitir que 
1. ¿Acaso no pertenece al se 
a que no satisface al menos uno de los 


Gasta: Comprobémoslo. No cabe duda de que satisface el primer 
lemas si jo; resulta fácil est 
el encerado. 

ALEA: Pero si resulta que quita usted la cubierta lateral, el tinglado 
se descompone en dos piezas 

Gamma: ¿Y qué? El primer lema exigía que el poliedro fuese «sim- 

es decir, que «tras eliminar una cara, se pudiese estirar sobre 
un plano». El cilindro satisface el requisito, aun cuando se empiece 
eliminando la cubierta lateral. Lo que usted pretende es que el cilindro 
satisfaga un lema adicional; a saber, que d entramado plano resultante 
esté también conectado. Mas, ¿quién ha enunciado nunca este lema? 

Aura: Todo el mundo ha interpretado «estirar» como «estirar en 
wma piga», westirar sin desgajar»... Hemos decidido по incorporar el 
lema tercero debido a la prueba de Epsilon de que se derivaba del 
primero35, Pero, échele simplemente un vistazo a la prueba: descansa 
en el supuesto de que el resultado del estirado es un entramado conexo, 
De lo contrario, no tendríamos que, para el entramado triangulado, 
V — 4+ C no fuese 1 

Gamma: ¿Por qué no insistió usted en enunciarlo explícitamente? 

Aura: Porque considerábamos que estaba enunciado implicitamente. 

Gana: Por lo que a usted respecta, eso no es así, ya que propuso 
que «simple» equivaliese a «hinchable en uneJalón»39. El cilindro se 
puede hinchar hasta que forme un balón, por lo que, de acuerdo con 
su interpretación, se ajusta al primer lema. 

Aura: Bueno... Pero ha de estar usted de acuerdo con que no 


mos la cara de a 


el resto sobre 


satisface el segundo lema, según el cu: 


«toda cara secada por una diagonal 


37 Los contracjemplos locales y no globales se discutieron en las págs, 26-29. 
38 Vense la pág 58, 
5» Véase la pág. 51 


‹ à circulo o da 
qui f топ inal puede dech: expresado literalmente, per 
d cilind ueden trazar digon taba ahí come s entementetl, Ning 
S es u ta que conecta dos vértices по jel ss del cilindro la cumple: p iguiente, el cilindro constitu 
no tiene vm? vn pl 1 jor do ai fura 
Si quiere usted m que el circulo ni Er 
c trace una diagon) que л una nueva GAMMA: ¡Primero modifi | el lema del estirado, introduciendo 
m la «conexión» y ahora, cl lem. riangulación, introduciendo su 
Aura: No se haga el gracioso; usted sabe m: que no puedo, cláusula existencial! Además, tuda esa palabrería oscura acerca de «supo: 
Gamma: ¿Admitiría usted entonces que «hay una diagonal del circulo iciones ocultas» solo oculta el hecho de que mi cilindro le ha hecho 
que no crea una nueva сага» es un enunciado fein? usted inventar estas modificaciones 
Aura: Si, lo admitiria, ¿Qué está usted tramando ahor ALFA: ¿Qué palabrería oscura? Ya habíamos acordado omitir, esto 
GAMMA: Entonces, ha de admitir usted que su negación es verdadera es, «ocultar», los lemas trivialmente verdaderos62, ¡Por qué habríamos 
aber, que «todas las diagonales del circulo crean una nueva сага» f| de enunciar e incorporar lemas trivialmente falsos: son igualmente trivia 
o que «el círculo es simpler nexo) les y aburridos! Manténgalos usted en su mente (er /ymt), pero no 
Aira: No puede usted presentar un caso de su lema, según el | los enuncie. Un lema oculto no es un error, sino una sutil abreviatura 
cual «todas las diagonales del circulo crean una nueva cara»; por tarto, que apunta hacia nuestro conocimiento básico, 


no es verdadero, sino significativo. Su concepción de la verdad es (аа. Kara [aparte]: El conoc 
Kara [aparte]: ¡Primero disputaban acerca de lo que es un poliedro | quelo sabem 


ico es aquello de lo que suponemos 
s todo, cuando de hecho no sabemos nada® 


ra, acerca de lo que es la verdad 
GANA: ¡Pero, si ya admitió usted que la negación del lema era 
¿O acaso una proposición 21 puede ser asignificativa, mien:ras | pág 
a у falsa? Su concepción del, significado no $ matemáticos y científicos. Véase 


кше... utiliza un axioma del que ex r 
17). «Hacer [ir] una зира 


sciente» (Russell [1903], 


rstituye шпа expresión corriente entre 
nbién la discusió 


hace Gamow de la prueba 


que No-4 es significats 


tiene sentido. ie eh SES pige М) e Ton comiences de Күт y Noe sobre Vie 
Zeit Oe 84). 

Por favor, que conste que veo cuál es su dificultad, pero podemos Pie гд A 

"bh ла сага si apara fadi x, si x er una diagonal, entonces x corta | sa eat es decir, aquellos lemas, verdaderos o alos, que consideran tan rival 

сопеха а uma сма rie ai s cubierta lare del cilindro pueden || ome Par que no merca la pera mincemdlor. La сүнеп normal en enos cas 


que el lector està Juwiliarisado con los lemas del tipo v. La cantidad 


ener diagonales, de modo que en su caso, sea lo que sea x, el antecedente 
será siempre falso. Por consiguiente, el condicional será satisfecho por 
cualquier objeto, por lo que será significativo y verdadero. Tanto el 
cubierta lateral son simplemente conexos y d cilirdro 


apuesta disminuye a medida que la crítica convierte el conocimiento 
miento. Cauchy, por ejemplo, ni siquiera se dio cuenta de que su famoso. 

aridad» con la деу de mimeros reris. Hubiera rechazado 
cualquier contraejemplo que explicitase los lemas acerca de la naturaleza 


irracionales. No así Weierstrass y 


círculo como la 
satisface el segundo lema 

ALFA: ¡No! Si no puede usted trazar diagonales, triangulande así Û que 
las caras, nunca llegará a un entramado triangular plano y nunca podrá 


escuela: los textos de matemáticas 


ienen ahora un nuevo capítulo sobre la teoría de números reales en el 


Pare Mathematics de 


familiaridad con la teria de miseros теши». (Véase, por ejemplo, 


concluir la prueba. ¿Cómo puede usted pretender entonces que el cilindro Î Hardy а parir de la segunda edición (19 la primera aun relegata la teoría de 
PEAB E IN? a ron сатса de o [Jor e аана Се 


EOS AAA 


Gama: Si ha hecho usted suposiciones conscientes esas eran que 
(и) quitar una cara siempre deja un entramado conexo y (0) cualquier 
cara no triangular se puede cortar en triángulos, mediante diagonales 
Mientras estaban en su sabconsciente, se recogian como trivialmente rerl 
ros; con todo, el cilindro las ha hecho irrumpir en su lista consciente 
como tririalmente falsas. Antes de enfrentuse al cilindro, 


i siquiera 
Si dice usted 
ahora lo contrario, está usted reescribiendo la historia para pur 


podia usted concebir que los dos lemas fuesen falso 


del enen 

Zera: No hace mucho, Alfa, ridiculizaba usted las cliusulas «ocultas» 
que surgian de la definición de Delta después 
es usted quien aporta cláusulas 


da refutación. Ahora, 
cultas» a los lemas, tras cada refutación; 
es usted quien cambia de terreno y trata de ocultarlo salvar la 
cara, ¿No le da vergüenza? 


Kara: Nada me divierte más que ver al dogm 
panza arriba. Tras revestirse con los ropajes del escéptico militante 
para demoler un tipo menor de dogmatismo, Alfa se pone histérico 
cuando, a su vez, es d quien se ve acorralado por el mismo tipo 
de argumentos escépticos. Ahora se dedica a juguetear, intentando com- 
batir el contraejemplo de Gamma, primero, con el mecanismo de del 
que él mismo ha desenmascarado y olvidado (la exclusión de monst 


y luego, pasando de contrabando a la prueba una reserva de «lemas 


ocultos» y al teor 


^, de «condiciones ocultas». ¿Cuál'es la diferenci 


Marsruo: El problema con Alfa ега sin duda cl giro dogmítico 
en su interpretación de la incorporación de lemas. Pensaba que una 


M Cuando se descubre por vez primera, d lema oculto se 


ine por un error, Candle 


J. C. Becker señaló por primera vez una suposición «oculta» (iliclavigead) en la prueba 
де Cauchy (citaba la prueba de segunda mano, tomándola de Baltzer [1862]) la consideró. 
un «error» (118694), pág. 67.8). Llamó la atención sobre el hecho de que Cauchy pensaba 


cometan semejantes errores. Fn Poincaré [1908], se puede hallar un programa acer 
de cómo falar la himoria: «Una demostración que no чек ripunia mo er nadt 

treo que пайк ponga en teh de juicio esta verdad. Mas, si Se tomase muy al pie de 
la lerra, deberiamos de concluir que antes de 1820, por ejemplo, no había matemáticas, 
lo que sería claramente excesivo; los peómetras de aquella época entendían voluntariamente 
lo que explicamos mediante un discurso prolijo. Eso no quiere decir que ellos no lu 
wiesen en absoluto, sino que pasaban por encima de ello demasiado rápido, siendo asi 
que verlo bien hubiese exigido tomarse la molestia de decirlo» (pig. 374). El ieforme 
de Becker sobre el «error» de Cauchy hubo de ser escrito de nuevo al modo de 1984 
«doblemás no-bueno ref no-errores reescribir completamente». La reescritura la ben E 
Steinitz, quien insistió en que «cl hecho de que el teorema no fuese generalmente válido 

la permanecer desapercibido 


sama al teorema de Euler 


[1914-30], pág. 20). H propio Poincaré арво 
Se sabe que Kui 
mme ([1693]), Naturalmente, Euler enunció su t 


ema para adar los pole 


probó que Те 1+ Can? para | 


ba habe 


aministrar un análisis 
perfecto. de 
que Beta p 
incorporindol 


lemas falsos (del mismo modo 


nsaba que podia enumerar fadas las excepciones). Pensaba 


H cilindro le mostró que estaba equivocado, pero, en vez de admitirlo, 


lo que pretende ahora es considerar completo el 


nilisis de la prueba 


si contiene todos los lemas falemi rrlere 


(O El método de prneba y refuta 


Самма: Propongo que 


ceptemos el cilindro como contraejemplo 
genuino del teorema. Invento un nuevo lema (o lemas) que serán 
refutados por ese contraejemplo y añado el (los) lema(s) a la lista 
original. Esto, naturalmente, es exactamente lo que ha hecho Alfa, 
sólo que en vez de «ocultarlos» para que scan ocultos, los anuncio 
públicamente 

Ahora, el cilindro que constituía un contraejemplo sorprendente, 
peligroso, global y no local (del tercer tipo) respecto al viejo análisis 
de la prueba y al correspondiente teorema, será un inocuo contraejemplo 
global y local (el segundo tipo) respecto al nuevo análisis de la prueba 
y al correspondiente teorema nuevo. 


Alfa pensaba que su clasificación de contraejemplos era absoluta, 
aunque en realidad es relativa a su análisis de la prucba. A medida 
que el análisis de la prueba se desarrolla, los contracjemplos del tercer 
tipo se tornan en contraejemplos del segundo. 

амвол: E: 


tá bien eso. Un análisis de la prueba cs «riguroso» 
o «válido» y el correspondiente teorema. matemático es verdadero si, 
y sólo sí, no tiene contraejemplos del «tercer tipo». Llamo a este criterio 
el Primapio dr la Retransmisión de la Falsedod, ya que exige que los 
contraejemplos globales sean también locales: la falsedad debería retran: 
mitirse de la conjetura ingenua a los lemas, del consecu 

su antecedente. 


nte del teorema 
i un contracjemplo global pero no local viola este 
principio, lo restauramos añadiéndo un lema «conveniente al análisis 
de la prueba. El Principio de la Retransmisión de la Falscdad es, por 
tanto, un priscipio regulativo del análisis de la prueba in statu nascendi, 
mientras que un contraejemplo global aunque no local es un catalizador 
del desarrollo del análisis de la prueba 

Gausa: Recuerde que, incluso antes de hallar una sola refutación, 
nos las arreglaremos рага señalar tres lemas sospechosos, siguiendo 
adelante con el análisis de la prueba. 


© Vise la pág. 48 


ntracjemplos globales aparecen omo 


conraejemplos del te 


po v todos los | 


van a una construcción gradual del análisi 


la prueba y así тап uno por uno en contraciemples del 
segundo tipo. 

En el segundo сазо, cuando ya estamos en plan suspicaz y buscumo: 
refutaciones, podemos llegar a un análisis de la prueba avanzado sin 


ningún contracjemplo. Hay entonces de 
lidad es que tengamos ёх 


bilidades. La prim 


locales) de los lemas re 


el marco de cuadro: buscando un 
poliedro que, tras haberle sido eliminada una cara, no pudiese ser 

estirado sobre un plano. 
Siama: Entonces, no sólo actúan las refutaciones como fermento 
lisis de la prueba, sino que éste puede actuar como fermento, 


del 
de las refutaciones. ¡Qué alianza satánica entre supuestos enemigos! 
Lamana: Exacto. Si una conjetura parece muy plausible o incluso 
autoevidente, debería probarse: puede que se descubra que descansa 
en lemas muy sofisticados y dudosos, La refutación de los lemas puede 
conducir a alguna refutación inesperada de la conjetura original 
SIGMA: ЈА refutaciones generadas por la prueba! 
Gamma: Entonces, «la virtud de una prueba lógi 
la creencia, sino que sugiere dudas»? 
Launpa: Pero, déjenme volver sobre la segunda posibilida 
no hallamos contraejemplos locales de los lemas sospechosos. 


йо es que faerce 


cuando 


Sou: Es decir, cuando las refutaciones no asisten al análisis de 
la prueba ¿Qué habría de ocurrir entonces? 
Lana: Ser 


mos tildados de excéntricos. La prueba habra de 
adquirir absoluta respetabilidad y los lemas habrían de eliminar toda 


T La muestra es una clase más bien avanzada; Alfa, Beta y Gamma sospecharon 
Че tres lemas cuando по había aparecido ningún contraciemplo global, En la histor 
real, el análisis de la prueba llegó varias 


adas más tarde: durante un largo período, 

los contraciemplos o bien ке ocultaron o e condenaron como monstruos o эе шү, 

entre las excepciones, El paso heurístico de los contraciemplos globales al anilais de 

la prueba (la aplicación del Principio de la Retransmisión de la Falsedad) era virtualmente 
conocido en las mstemáticas informales de principios del diecinueve. 

© H. С. Forder [1927], pág. vii, O: «Uno de los méritos p 


ncipales de las pruebas 
Байон (Russell 1903], 


1 resultado pi 


lemis un ex ejemplo. 


refutaciones no se pueden sostener las sospechas: el reflector 
pecha pronto se extingue si no lo refuerza un contracjem 
el chorro de luz de la refu 


n hacia un aspecto olvida 
la prueba que a penas ha recibido arención en la penumbra 
verdad trivial 

Todo ello muestra que sede poner la prueba y las refutacione 


npartimientos separados. Por eso, yo propondría rebautizar nuestro. 


método de incorporación de lemas» como el areétodo de prueba y refutacionesv. 


bien sabido que la erótica puede arrojar dudas e incluso refutar «verdades а 
інін, conviriendo las pra as explicacion alta de critica o refutación puedo 
as implausibles en «verdades a Arri y, comviguientemente, explicaciones 


wal, aunque no sca tan € 


Dos grandes ciemplos de este patrón vienen dados 
y Newton. La historia de su caida es de 
mente deformada 

a geometria de Dein parece haber xido propuesta como tec 
x [1052], págs. 187-9). Tanto за 

») se propusieron a modo de 
^ Parménides y Zenón, cu 
falsedad lógica, el geg 


el surgimiento y сайы de Euclides 
bra conocida, pero 


nológiea (ef 
alados» como sus «axiomas» (o «nociones 


iciones audaces y provocativar que lanzaban 

plicaban no sólo la falsedad, sino 
esos «postulados». Sólo más tarde 
se consideraron indubitablemente verdaderos tales «postulados», y los audaces «axiomas» 


»cebible, d 


antiparmenideos (como «el tado es mayor que la perte») se consideraron tan triviales 
que se omitieron en el análisis de la prueba posterior, convirtiéndose en «lemas ocultoss 
Este proceso se inició con Aristóteles: tildó a Zenón de extravagante pendenciero y 
a sus argumemos de wia ha sido recientemente desarrollada con 
todo lujo de interesantes detalles por Árpád Szabó ([1960], págs. 65-84]. Szabó ha mostrado 
que, en tiempos de Euclides, la palabra «axioma» (asi como «postulado») significaba 
una proposición en el diálogo critico (dialéctico), planteada para contrastar sus consecuencias 
vin que el compañero de discusión admiticse su verdad. Es una ironía de la historia 
que su significado resultase completamente invertido. La cúspide de la autoridad de 
Euclides se alcanzó en la Edad de la Ilustración. Clairavt insta a sus colegas a no «oscurecer 
las pruebas y cansar а los lectores» enunciando verdades evidentes: Euclides haci tal 
cosa tan sólo para convencer а los «sofistas obstinados» ([1741], págs. x y xi) 

Asimismo, la mecánico y teoria de la gravitación de Neston se propuso como vna conjetura 
usada que sc vio ridiculizada y tildal ira» por parte de Leibniz, y hasta el 
propio Newton abrigaba sus sospechas. Pero, unas décadas después, en ausencia de refuracio- 
nes, sus axiomas llegaron a considerarse indubitablemente verdaderos. Las sospechas se 
leidaron y lor críticos fueron motejados de «excém 


rera», Ема his 


одао Б 


Algunas de sus suposiciones más dudosas llegaron 1 considerarse tan triviales que los 
libros de texto ni siquiera llegaron а enunciarlis nunca. El debate, desde Kart a Poincaré, 
ya no versaba acerca de la verdad de la teoria newroniana, sino acerca de la naturalera 
де su certeza, (Este cambio radical са la apreciación de la teoría newtoniana lo señaló. 
por primera vez Karl Popper; véase su |19037], passim. 

La analogía entre ideologías politics y teorías cientificas es, por tanto, más estrecha 
de lo que normalmente se cree: las ideologias políticas que pueden comenzar discutiétdose. 
(y quiz aceptindose tan sólo bajo presion). pueden convertirse en conocimiento: básica 
incue olvidan (quizá se ejecutan) Һама 


onable en una sola generación: los critico 


SSA ASA AA a a o o НЮН 


Imre акло» 


Ra 
ini] 
triviales (análisis de la 
(contraejemplos globales) 
Regla 2. Si tiene usted un contraciemplo global, descarte su tonjetura, añada 

sis de la prueba wn lema conveniente que sea refutado por el contraejemplo 


descartada por otra mejorada. que incorpore ese lema 
No permita que una + $ 


propóngase probarla y refutaria. 


ontraejemp 


tanto de la conjetwa 


echosos (comtraejemplos locales) 


y sustituya la conjetur 


+efutatión sea descartada por monstruosa, 
Trate de hacer explícitos todos sus «lemas ocultos» 7% e 
Regla 3. Si tiem 


ted un co 


ejemplo local, compruebe 
global. Si to es, puede usted aplicar fácilmente la Regla 2 


ver si no es también 


(d) Prueba frente a análisis de la prueba. Relativización de los conceptos de 
teorema y rigor en el análisis de la prueba. 


Ara: ¿Qué quiere usted decir con «conveniente» en su Regla 2? 

Gamma: Es completamente redundante. Se puede añadir cualquier 
lema que sea refutado por el contraejemplo en cuestión, pues cualquier 
lema tal restaurará la validez del análisis de la prueba 

Глмвра: ¿Qué? Así que un lema del tipo: «Todos los poliedros 
tienen al menos 17 aristas» habría de ocuparse del cilindro. Cualquier 
otra conjetura aleatoria y ad boc valdría lo mi 
quedase refutada por el contraejemplo. 

Gana: ¿Por qué no? 

LAMBDA: Ya hemos criticado a los excluidores de monstruos y de 
excepciones por olyidarse de las prucbas??. Ahora está usted haciendo 
lo mismo, inventa un monstruo real: peni de a rar tin prat 
La única diferenci? que hay entre usted y el excluidor de monstruos 
es que usted haría que Delta explicitase sus definiciones arbitrarias 
y las incorporase al teorema como lemas. Además, mo hay diferencia 
entre la exclusión de excepciones y su modo de analizar la prueta. 
La única salvaguardia contra tales métodos ad hoc es utilizar lemas 
convenientes; es decir, lemas en concordancia con el espíritu del experimen- 
to mental. ¿O, acaso eliminaría usted la belleza de las pruebas de la 
matemática, sustituyéndola por un tonto juego formal? 


mo, siempre y cuando 


® Parece que el primero en expresar ема regla fue P. L. Seidel (1847). pá 
Véase más abajo. pág. 159. ы ke 

70 «Tengo pleno derecho a proponer cualquier ejemplo que satisfaga las condiciones 
de u argumento y tengo fuer sospechas de Че lo que uned considera como cepas 
mer y absurdos son de hecho ejemplos embarazosos y perjudiciales para su teoreman 

Darboux [1874b]). o vig D 

«Me aterroriza el cúmulo de lemas implicitos. Exigir un montón de trabajo desemba 

razarse de ellos» (С. Darboux [1883]). : H a 
Véanse las páginas47 y 5) 


»! Yo 


la objetividad de las matemáticas contra su psicologismo. 


Gauna: ¡Es preferible a su «espiritu del experimento me 


defiend 


Aura: Gracias Lambda, acaba usted de plantear de nuevo mi eas 


mo se surenta un lema nuevo a partir de la mada para enfrentarse а 


un contraejemplo global aunque no local; lo que ocurre más bien 


es que se examina la prueba con creciente cuidado y se descubre allí 
el lema. Así, querido Zeta, yo no he «apañado» lemas ocultos ni, 
querido Kapa, los he «pasado de contrabando» a la prueba. La prueba 
los contiene a todos, solo que un matemárico maduro comprende la 
prueba completa a partir de un breve bosquejo. No habría que confun- 
dir prueba infalible con «nd! 
irrefutable teorema maestro: «Todos los poliedros con los que se puede 
realizar el experimento men a brevemente, todos los poliedros 
de Cauchy son eulerianom. Mi aproximado analista de la prueba trazó 
el límite de la clase de los poliedros de Cauchy con un lápiz que, 
afilado. Ahora, los contraejemplos 
excéntricos nos enseñan a afilar nuestro lápiz. Pero, єп primer lugar: 
no bay lápiz absolutamente afilado (y si nos pasamos al afilarlo, se romperá); 
у, en segundo lugar, afilar lápices no es hacer matemáticas creativas, 

Gama: Estoy perdido. ¿Cuál es su postura? Antes cra usted d 
campeón de las refutaciones. 

Aura: ¡Oh, se trata de las dificultades del crecimiento! La intuición 
madura barre a un lado la controversia. 

Gamma: Su primera intuición madura le llevó a su «análisis perfecto 
de la prueba». Usted pensaba que su «lápiz» era absolutamente agudo. 

Aura: Me olvidé de las dificultades de la comunicación lingüística, 
especialmente con pedantes y escépticos, Pero el meollo de las matemáti 
cas es el experimento mental, la prueba, Su articulación lingüística 
(el análisis de la prueba), aunque necesaria para la comunicación, es 
irrelevante, Yo estoy interesado en los poliedros y usted en el lenguaje. 
¿No ve usted la pobreza de sus contraejemplos? Son lingüísticos у 
no poliédricos. 

asma: ¿Así pues, la refutación de un teorema sólo descubre nuestro 
fallo a la hora de captar los lemas ocultos que encierra? ¿Por tanto, 
un «teorema» carece de significado a menos que comprendamos su 
prueba? 

Aura: Puesto que la vaguedad del lenguaje hace inalcanzable d 
rigor del análisis de la prueba y convierte la formación del teorema en 
un proceso sin fin, ¿por qué preocuparse por el teorema? Los matemáti- 
cos practicantes, desde luego que no se preocupan. Si surge otro «con- 
traejemplow insignificante más, no admiten que su teorema quede refuta- 
do, sino, a lo sumo que su «dominio de validez» deberá ser convenient 
mente restringido. 


is inexacto de la prueba. Aûn tenemos ahí el 


o, dicho 


he de admitir, no estaba especialmen 


ni en el análisis de la prueba 1 Ee ی‎ 
ALFA: Exacto; rechazo todas su d " 
Ма regla: € Д pr 7 4 s Se 
cos y aun contradictoric : 
Aura: EI lenguaje es vago, si bien el pensamiento puede lograr un 


absoluto rigor 


LAMBDA 
padres 


Pero, sin duda «en cada егар: 
bién pensaban que lo habían al 


о. Si ellos se engañaron, 
¿no nos engañamos también nosi 


Aura: «Hoy se alcanza cl rigor absoluto»? 
[Risitas en la clase] 
GAMA: ¡Esa teoría de la prueba «transparente» es burdo piicolois 


Aura: ¡Pero es 


eferible а la pedanteria lógico-lingúística d 
análisis de la prueba ^ : Me an 


72 Poincaré [1905], pig. 214 


* Ibil., pág. 216. Los cambios en el criteri 


mación importame y complicada del conocimiento mutemárico (bor ejemplo, h п 


a la mala reputa 
de nuevo a la 


5). En el siglo dieciocho, algunas figuras «confundentes» zin 
onización de la im 
de las ces reales. Hoy dio, la a 


que el siglo diecinueve askti 
ición arkmética con ayuda de la engorrosa toria 
uta principal versa acerca de qué ез o mo e 


la teoría de conjumos y en las de la metan 
de Zermelo y Gentren AS 


riguroso en las prucbas de 
de los experimentos menules 


13 Como ya hemos señalado, la clase es muy avanzada, 


те El término «piclogismo» lo acuñó Hune (1900) 


Alfa, abrazan abieramente el psicologiamo: «Un teorema matematico Expresa um 
hecho puramente empirico; a saber, el éxto de determinada construcción. la mitemätia s 
ЫЙ edo de certas funcione dela mente humanas (Hertag [DG], pipe 8 y 0j 

mes may en se odo en que reconcilan c pskologismo con la certera 


i conocimiento perfecto, no podriamos articularlo pefecimene 


чые Sesto Emplico 
46 en la Ilustración. Los intuicionitas lo redewcubricran 


aceptaron la filosofia kantiana de las matemáticas, si bien señalaban que «no se р 
una clara conexión entre la perfección de las mates in 
Fer ша clara conexión o máticas prop di 

del lengua nitico» (Brouwer [1952], pág. 140). «La expresión mediante 


j^: Juramentos aparte, yo también soy escéptico acerca de 
y concepción de las matemáticas como «actividad esencialmente alin 
tica de la menten?S, ¿Cómo puede ser verdadera o falsa una actividad? 


La prucka es silo un esto 


` sis de la prue 


mor de combinar el «rigor de la prueba» con cl «rigo 


sis di 


Arras ¿Sigue usted 


la prueba 
rando llegar al final a un análisis de la 


prueba perfectamente riguroso 
ed formulando su nuevo teorema «es 
dicê. Su lon 

¡Y eso, sólo tras el primero de sus nuevos contraejemplos! Usted 
sustituyó nuestro teorema original por una sucesión de teoremas cada 
vez más precisos; pero sólo en teoría. ¿Qué pasa con la práctica de 
esta relativización? Contraejemplos más excéntricos aún serán contrarres 
tados por lemas aún más triviales, produciendo una «viciosa infinitud»?? 
de teoremas cada vez más largos y chapuceros*0, Cuando parecía condu- 
cir a la verdad, la crítica se consideraba vigorizante; pero resulta cier 
mente frustrante cuando destruye cualquier verdad y nos conduce indefi- 
nidamente sin propósito alguno. Yo detengo esta infinitud viciosa en el 
pensamiento, mientras que usted nunca la detendrá en el /enguaje. 

Gauma: Yo nunca he dicho que tenga que haber un número infinito 
de contraejemplos. En determinado punto podemos alcanzar la verdad, 
con lo que se detendrá el flujo de refutaciones. Pero, como es natural, 


Si es así, digame por qu 
ad 


por el cilindro. Sólo 


itud y chapucería nos hubiera hecho reír desesperad 


no sabremos cuándo. Sólo las refutaciones son concluyentes; las pruebas 
son um cuestión psicológica! 
Ste EE o escritas, aunque ei necesaria pars la comunicación, nunca resulta 
есш... La arca de hà ciencia no consiste en estudiar los lenguajes, sino en creat 
ideas» (Heyting [1930], págs. 7455) 

* Brouwer |1992], pág. 141 

зө En exstellano exite el término «regreso Өйне», si bien по es más que um caso 
especial de sinfinitud viciosas (secte Unendlichkeit) y по se habría de aplicar aquí. Obvia- 

36 Normalmente, los matemiticos evitan los teoremas largos mediante el expediente. 
alternativo de ls definiciones largas, de modo que en los teoremas sólo aparezcan los 
términos definidos (por ejemplo, ordinario»): eso resulte más económico, ya 
c uns definición abrevia muchos icoremas. Aun ai, en lay exposiciones «rigurosas 
Ea definiciones ocupan un espacio enorme, aunque ran vez se mencionan lor monstruos 
que han llevado a ellas, En Forder [1927] (págs. 67 y 29), la definición de «poliedro 
rin (junto con la definición de algunos de los terminos defintorios) ocupa unas 

pacdis Britannica, la definición de «paliedr 


25 lineas; en la edición de 1942 de la Eme 
binarios Пепа 45 lineas 


argumentos, pero no puede hacernos créer 


Imee Lakatos 
LawnpA: Yo aún confío en que la luz de la certeza absoluta brille 
cuando se agoten las refut: 

КАРА: Pero, ¿se agotarán? ¿Qué pasaria si Dios hubiese creado 
los poliedros de modo que todos los enunciados universales y verd 


acerca de ellos (formulados en lenguaje humano) fuesen ¡nfinitames 
largos? ¿Acaso no constituye un antropomorfismo blasfemo suponer 
que los (divinos) teoremas verdaderos son de longitud finita? 

Seamos francos: por una u otra razón, están ustedes cansados de 
las refutaciones y de la formación fragmentada del teorema. ¿Por qué 
no decidir que ya hemos hecho bastante y detenemos el juego? Y: 
hemos abandonado el «Quod erat demonstrandum»; ¿por qué no abandonar 
también d «Quad erat demonstratum»? La verdad es cosa sólo de Dios 

ZETA [apart]: ¡El escéptico religioso es el peor enemigo de le 
ciencia! 

Sigma: No dramaticemos más de la cuenta. Después 
único que está cn entredicho es una estrecha penumbra de vagui 
Lo único que ocurre, como ya he dicho, es que no-todas las propesicione 
son verdaderas o falsas. Hay uma tercera clase que denominaría ahori 
«más o menos rigurosas». 

ZETA [aparte]: ¡Lógica trivalente: el fin de la racionalidad crítica 

StGMA: ...y establecemos su dominio de validez con un rigor que 
es más o menos adecuado. 

ALFA: ¿Adecuado para qué? 

Siama: Adecuado para la solución del problema que queremos resol 

ZETA [aparte]: ¡Pragmatismo! ¿Todo el mundo ha perdido el interés 
por la verdad? 

Kara: ¡O adecuado para el Zeitgeist! «Suficiente en el día es su 
rigor» 8t. 

Zera: ¡Historicismo! [Se desmaya.] 

Aura: Las reglas de Lambda para el «análisis riguroso de la pruebas 
privan a las matemáticas de su belleza y nos presentan la bizantins 
pedantería de los largos y engorrosos teoremas que llenan libros pesados 
y gruesos y que pueden terminar arrojándonos a ura infinitud viciosa. 
La vía de escape de Kapa es la convención, la de Sigma, el pragmatismo 
matemático. ¡Menuda elección para un racionalista! 


ninguno» (Lebesgue [1928], pág. 328. “Nets de ir editorer: Habria que señalar que lı 
afirmación de Lebesgue es falsa si se toma al pie de la letra. La lógica moderna no: 
ha suministrado una caracterización precia de la validez que, como se puede mostrar 
satisfacen algunos argumentos. Así pues, es muy cierto que la lógica nos puede hacer 
стест un argument, sun cuando no pueda hacernos creer en la conluión de un argumente 
válido, ya que podemos no creer una o más de sus premisas 

Н. Moore [1902], pág. 411 


Pruebas y refutaciones A 


GAMMA: ¿Asi que un racionalista deberia saborear las «praebar riguro 
Alfa 

del Principio de la Retransmisión de la 

las refütaciones? ¿Acaso las matemáti 

relación con la crítica y la lógica? 
Bera ya estoy harto de estas sutilezas verbales 

inconcluyentes, Lo que quiero es hacer matemáticas y no estoy interesad 

en las dificultades filosóficas de la justificación de sus fun 


sus de la intuición inarticulada, los «lemas ocultos», la mofa 


edid y la eliminación de 


5 no tienen que tener ninguna 


Sea lo que 


damentos. 
Aun cuando la razón fracase en suministrar tal justificación, mi instinto 
natural me tranquiliza fA, 

Tengo entendido que Omega tiene una interesante colección de 
prucbas alternativas y preferiría escucharle 

Омкол: ¡Pero las pondré en un m 


со «filosófico»! 


Bera: No me importa hacer un paquete, si hay algo más en el 
paquete. 


Nota 
ha sido, 

La distinción que establecemos entre praebe y аяу de a proba, así como la distinción 
correspondiente entre rigor de la pruebo y rigor del análiis de lo pracho, parece ser crucial 
Hacia 1800, el rigor dela praebe (Construcción o experimento transparente) se contraponía 
al argumento confuso y а la generalización inductiva. Eso era lo que Euler entendía 
por erguida demostratie», y la idea kantiana de las matemáticas infalibles también estaba 
basada en esta concepción (véase su ejemplo paradigmático de prueba matemática en 
эч [1781], págs. 716-17). También зе pensaba que uno demuestra lo que se ha propuesto 
demostrar. A nadie se le ocurría que la articulación verbal de un experimento mental 
entrañase alguna dificultad real. La lógica formal aristotélica y las matemáticas eran dos 
disciplinas totalmente separadas: los matemáticos consideraban que aquélla era AE 
inútil. La prueba del experimento mental suministraba convicción plena sin ningún patron 
deductivo o estructura «lógicas 

A comienzos del siglo diecinueve, la oleada de contraciemplos trajo la confusión 
Puesto que las pruebas eran transparentes, las refutariones tenían que ser extravagancias 
milagrosas que habían de ser completamente segregadas de las pruebas indubiables. 
La revolución del rigor de Cauchy descansaba sobre la innovación heurística de que el matemático 
бо debiera detenerse ca la prueba: debería proseguir y hallar que es lo que habia probado, 
enumerando las excepciones o, más bien, enueciando un dominio seguro donde la prueba 
es válida. Pero, ni Cosby ni Abel vieron тїт conexión entre ambas problemas. Мота s 


En ема sección he intentado mostrar cómo la emergencia de la crítica matemática 
la fuerza conductora de la busqueda de «fundamentos en lat matemáticas 


% «La naturaleza refuta a los escépticos, la razón, a los dogmáticos» (Pascal [1659], 
págs. 1206-7). Pocos matemáticos confesarian, como Beta, que la razón es demasiado 
débil como para justificarse a sí misma. La mayoría de ellos adoptan alguna variedad 
de dogmatismo, historicismo o pragmatismo confuso, permaneciendo curiosamente ciegos 
a su insostenibilidad; por ejemplo: «Las verdades matemáticas son de hecho el art 
de lo completamente incontestable.. Pero el rigor de las matemáticas no es absoluto; está 
en un proceso de desarrollo continuo; los principios de loz matemáticas m bon cristalizado 
de una seg par todas, sino que poseen una vida propia e incluso pueden convertirse en 
el tema de disputas científicas» (A. D. Aleksandrov [1956], pág. 7.) (Esta cia puede 
recordarnos que la dialéctica trata de explicar el cambio sin utilizar la critica: las verdades 
están «еп continuo desarrollo», aunque siempre son «completamente incontestablezs) 


ar? 7 одсто gradalmenre. patron 
orficialidad frente a bellezan, eic. I: rigor dd tali pm 


tan sólo en la medida en que les promera una corteza complens, 

La teoría de conjumos de Cantor (con orrs hornada más de refutaciones inespersdas 
de teoremas «rigurosox) convirtió en dogmáticos uma gran parte de la viga ondas 
de Weierstrass, siempre dispuestos а conbatir a los «anatquistaee, excloyendo los guavas 
monstruos o aludiendo а «lemas ocultos» en sus teoremas que represemaban eel di oon 
grito еп rigore, mienteas continuaban Magelando como «teaceiomarion à lur de voja 
cuño por pecados similares 

unos matemáticos se dieron cuenta emonces de que la tendencia al rigor del 
análisis de la prueba, en el méiodo de pruebas y refutaciones, llevaba а ura VH 
Un, Entonces, comenzó una contrarrevolución «inteicionistas: la frustrante NL 
lógico limgúlatica del endis d la praba fue condenada y se inventaron para las prod 
nuevas normas de rigor cxtremistis; una vez más, las matemáticas y la lógica se divorcio, 

Los logicistas trataron de salvar al matrimonio y maufragaron еп las paradojas. КЇ 
rigor de Hilbert convirió las matemáticas en una telaraña de тїш ZZ 
pretendía detener su regreso infinito. mediante transparentes думай de consistencia de 
ки metatcoría intuicionista, El «substrato fundacional», la región de ineriticable famillaridad, 
DC а lor experimentos mentales de las matemáticas. (CF. Lakatos [1902), pj 
17-84) rd 

racias а cada una dE las arevoluciones del rigo 
con mayor profundidad en las pruebas, hama el ein Уайта del елат 
miento básico, familiar» (cf. también la mos 63), donde ШЫ intuición wi 
el rigor de la prueba, reinaba absolutamente y donde la critica estaba excluida. Jal, 
der diversos mieles de rigor difieren tan sólo acerca de dint trozos lo limon diners entra d 
rigor del análisis de а prueba. d rigor de la praebe; es det, acerca de dende debio detener 
la critica y comenzar la justificación. «la certeza nunca se alcanzan; alos fundamentoso пика 
se hallan, aunque la «astucia de la razón» convierte cada aumento de rir en un auna 
de contenido, del alcance de las matemáticas. Pero esta histori va más alli de mucus 
presente investigación”. 


el análisis de la prueba penaró 


> Note de las Editores. Creemos que esta nota histórica minimiza un poco los logros 
de los «rigoristasa matemáticos. La tendencia al «rigors da a veces la impresión de que 
ha constituido un esfuerzo encaminado hacia dos metas distintas, de las cuales sólo ana. 
teska alcanzable. Estas dos metas son, en primer lugar, los argumentos y pruebas rigurosa. 
mente correctos (donde la verdad se transmite infaliblemente de las premas a las concluso 
те) y, en segundo, axiomps o primeros principios rigurosamente verdaderos (que habran 
de suministrar al sistema la primitiva inyección de verdad; verdad que se amumitrin 
entonces al conjunto de las matemáticas por va de las pruebas rigurosas), El primero 
de estos objetivos resultó alcanzable (dadas, por supuesto. ciertas supeniciones). EZ 


Vuelta a la Criti Prueba med ontra 


mplos Lo- 
El Problema del Contenido 


cales pero no Glo 


Омквба: Me gusta el método de prueba y refutaciones de Lambda y 
comparto su fe en que de algún modo llegaremos finalmente а un апа} 
sis riguroso de la prueba y, por tanto, a un teorema ciertamente verda 
o. Pero, aun así, nuestro propio método crea un nuevo problema: 07 
análisis de la prueba, al aumentar la corteza, disminuye el contenido. Cada nue. 
vo lema en el análisis de la prueba, cada nueva condición correspondien- 
te en el teorema, reduce su dominio, El aumento del rigor sc aplica a un 
número decreciente de poliedros. ¿Acaso la incorporación de lemas no 
está repitiendo el error cometido por Beta al jugar a lo seguro? ¿No Po. 
dria mbién nosotros «habernos retirado demasiado radicalmente», 
de las murallas cientos de poliedros eulerianos?284 En am: 
bos casos, podríamos estar tirando el bebé junto con el agua en que lo 
hemos bañado. Deberíamos poseer un contrapeso frente a la presión que baee el 
rigor hacia la disminución del contenido, 
Ya hemos dado upos cuantos pasos en esta dirección. Permítaseme 
recordar un par de casos para reexaminarlos, 
El primero de ellos se refiere a cuando nos encontramos por vez ri 
mera con contracjemplos locales aunque no globalesó5, Gamma ret té 
el lema tercero de nuestro primer análisis de la prueba (que «al elimi, аг 


dejando fuer 


que d segundo demostró ser inalcanzable 
Frege y Russel han suministrado sistemas a los que se podrían traducir las natem 

ticas enen) véase mis abajo, la pip. 144) en los cuales los tomas de tegis 
хоп finitos en numero y se especifican et 
mostrar (y esaquí donde entran las suposiciones que se acaban de mencionan) que ER 
vlde de lo» axiomas del sima (es dear, que si cios axiomas son WES O 
enunciado probado de de serlo también), En estos sistemas es preciso que mo haya colo 
са las pruebas, puditndose comprobar si una cadera de enunciados o то Una бизда 
en un nimero finito de peros (Por supuesta, si ats Eomprobición mueca Puri 
secuencia de formulis по coastituye una prueba, eio no establece que m currus d 
sinema una prueba genuina de la fórmula fal. Asi pues, en la асрро н de li. 

suelas hay una asimetría que opera en favor de ls verificación y еп comes del tatu 
Ко ez gin tenido йо en c que ies murba ie al” Gies (шода) 
que puede darse el озо de que todos ios que hayan comprobado umi de сыз епо 
Somerisen algún error inexplicable, pero no se trata de una duda seria. Bier el nino 
que el (meta =) teorema informal que dice que tales pruebas validas асг Вп М сете 
Puede ser falso; pero по hay razones seris para pensar tal com) л стын И 
aom de tales sistemas rr йде en un sentido mo шуш. Como ө De ЧЫДЫ 
el intento de derivar todas Ins matemricas а partir de verdades logias аит 
de ha venido abajo. 

м Más arriba, pig 46 


98 Para la discusión del primer cno, vénse más arriba, págs. 26-29, 


Sana 


NS 


ros 


Imre Laka 


triángulos del entramado triangulado, sólo tenemos dos posibilidades: o 


eliminamos uns arista o eliminan 


э dos aristas y un vértice»). El elimi 


nó un triángulo del centro del entramado sin eliminar una sola arista o 


onces dos posiblidades*0, La primera consistia en im 
corporar al teorema el lema falso. Ese procedimiento hubiese sido per 
fectamente adecuado por lo que respecta a la certeza, pero habría reduci 


do el dominio del teorema tan drásticamente que se habría aplicado tan 


sólo al tetraedro. Junto con los contracjemplos, habríamos arrojado te 
dos los ejemplos, excepto uno 

Esta era la razón de que adoptásemos la alternativa: en vez de estre 

dur el dominio del teorema por incorporación de lemas 
sustituyendo el lema falsado por otro sin falsar. Con todo, este patrón 
vital de formación de teoremas se olvidó enseguida y Lambda no se 
preocupó de formularlo como regla heurística, Debería ser 
Regla 4. Si se Пепе un contracjemplo local aunque no global, trátese de mejorar 
el análisis de la prueba sustituyendo el lema refutado por otro no falsado. 
Los contraejemplos del primer tipo (locales pero no globales) pueden 
suministrar una oportunidad de ammentár el contenido de nuestro teore- 
ma que está siendo continuamente reducido bajo la presión de contrae 
jemplos del tercer tipo (globales, aunque no locales). 

Gana: La Regla 4 muestra de nuevo la debilidad de la «intuición 
del análisis perfecto de la prueba» de Alfa, ya descartada$?. El habra 
enumerado los lemas sospechosos, los habría incorporado inmediati- 
mente y, sin cuidarse de los contraejemplos, habría formado teoremas 


lo ampliamos 


Maestro: Oigamos el segundo ejemplo que nos ha prometido. 

Омквл: En el análisis de la prueba de Beta, el segundo lema era ap: 
dar las caras son triangulares». Eso se puede falsar mediante toda una 
rie de contraejemplos locales aunque no globales; por ejemplo, por d 
cubo o el dodecaedro. Por tanto, Señor, sustitúyalo usted por un lema 
que no quede falsado por ellos; a saber, que «cualquier cara partida por иза 
arista diagonal se descompone en dos partes». Mas, en lugar de invocar la Re- 
gla 4, increpó usted a Bera por hacer un «análisis descuidado de la prue- 
ba». Admitirá usted que la Regla 4 representa una recomendación mejor 
que el mero «sea usted más cuidadoso». 

Bera: Está usted en lo cierto, Gamma, y me ha hecho usted com- 


Omega parece ignorar una tercera posibilidad: Gamma puede decir perfectamente 

que, puesto que los contraejemplos locales y no globales no muestran ninguna violación 

del principio de retransmisión de la falsedad, no hay que emprender ninguna acción. 
P7 Cf. más arriba, pág. ӨЗ, 


48 Para la discusión de este segundo cso, ef, más arriba pág. Š3 


prender mejor «el método del mejor tipo 


excluidores de excepcio: 
nes». Comienzan con un precavido y «seguro» análisis de la prueba y, 
al aplicar sistemáticamente la Regla 4, construyen gradual mente cl teore: 
ma sin expresar una falsedad. Después de todo, es una cuestión tempera 
mental que nosacerquemos а la verdad a través de enunciados excesivos 
siempre falsos o a través de enunciados 


e restringidos, 


siempre verdaderos. 
Kuren: Puede que sca cierto, 


Hasta 


pero se puede entender de dos 
à Regla 4. mado en considera 
interpretación más débil: «se elabora y mejora /ácilme 
la prucba, sustituyendo el lema falso por otro ligeramente modificado 
que no habrá de refutar el contraejemplo»%, lo único que se precisa 
para esto es una 


maneras hora sólo hemos tc 


spección «más cuidadosa» de la prueba y una «mínima 
ın», Con esta interpretación, la Regla 4 no es más que un 
parche local en el marco de la prueba original. 

Pero, también se puede dar una interpretación alternativa radical 
sustituir el lema, o tal vez todos los lemas, no sólo tratando de exprimir 
hasta la última gota de contenido de la prueba dada, sino tal vez 
también inventando una prueba wás profunda, de mayor alcance y total 
mente distinta 

Maestro: ¿Por ejemplo? 

Омксл: He discutido antes la conjetura de Descartes-Euler con 
un amigo, quien ofreció inmediatamente una prueba como la que sigue 
imaginemos que el poliedro está hueco, con una superficie hecha de 
material rígido, digamos, de cartón. Las aristas deben estar claramente 
pintadas por la parte interior. Hagamos que el interior esté bien ilumina- 
do y sea una de las caras la lente de una cámara ordinaria; desde 
esa cara se puede tomar una instantánea que muestre todos los vértices 

SiGma [aparte]: ¿Una cámara en una prueba matemática? 

Omeca: De este modo, obtengo una foto de un entramado plano 
que se puede manejar exactamente como el entramado plano de su 
prueba. Del mismo modo, puedo mostrar que, si las caras son simplemen- 
te conexas, V/ — 4-+C=1, y añadiendo la cara-lente, invisible en la 
foto, obtengo la fórmula de Euler. El lema principal es que hay una 
cara del poliedro que, si se transforma en una lente de una cámara, 
fotografía el interior del poliedro de modo que todas las aristas y 
todos los vértices queden en la película. Introduzco ahora la siguiente 
abreviatura: en lugar de decir «un poliedro que tiene al menos una 


observ 


W Véase más arriba, págs. 54-55. 
99 Más arriba, pig. 28 
"Ibid 


cara desde la que se puede forog de el interior 
su teorema se los poliedros cuasi convex 
aras de la brevedad ra rendir homenaje al inventor 
le esta idea de prueba particular más b los policdir 
Gamma: Sin embarg 
perfectamente eulerianc 


hay muchos р mples que, aunque 
indentados que 


notienen ninguna cara desde la que se pueda fotografiar todo cl interi 


están tan endiabladame 


La prucba de Gergonne no es más profunda que la de Cauchy 
la de Cauchy la que es más profunda que la de Gergonne 

Oxrca: ¡Por supuesto! Supongo que el Maestro conocía la prueta 
de Gergonne, descubrió que era insatisfactoria mediante algún contrae 
jemplo local y no global, y sustituyó el lema óptico, fotográfico, por 
el lema del estirado, topológicamente más amplio. De ahí, llegó a 
la prueba más profunda de Cauchy y no mediante un «análisis cuidadoso 
de la prueba» seguido de una ligera alteración, sino mediante ura 
innovación imaginativa radical 

MAESTRO: Acepto su ejemplo; pero no conocia la prueba de Gergon 
ne. Mas, si usted la conocía, ¿por qué no nos habló de ella? 

ОмквА: Porque la refuté inmediatamente mediante poliedros ешеги- 
nos que no son de Gergonne, 

Gama: Como acabo de decir, también yo he hallado tales poliedros. 
¿Pero, acaso es eso una razón para tachar simplemente la prueba? 

ОмквА: Eso creo. 

Marsrro: ¿Ha oido usted hablar de la prueba de Legendre? ¿Tam 
bién la tacharía usted? 

Omrca: Por supuesto que sí. Es aún menos satisfactoria: su conteri 
do es aún más pobre que el de la prueba de Gergonne. Su experimento 
mental comenzaba haciendo un mapa del poliedro mediante una proy 
ción central sobre un esfera que contenga al poliedro. Supuso que 


s2 La prueba de Gergonne se encuentra en Lhuilier [1812-130], págs. 1779. Cono 
es natural, el original no podía contener aparatos fotográficos. Dice: «Tómese un poliedro 
Gna de cujas caras sea transparente; imaginemos que acercamos el ojo a esta cara desle 
A exterior, hasta que esté lo suficientemente cerca como para poder ver el interior de 
fodas las demás Caras...» Gergonne señala modestamente que la prueba de Cauchy es 
mis profunda, «posee la gran ventaja de que no supone en absoluto el carácter convexon. 
(Con todo, no se le ocurre preguntar qué es lo que supone.) Jacob Steiner redescubrió 
mûs tarde exencialmente le misma prueba ((1826)), Entonces le llamaron la atención sobre 
la prioridad de Gergonne, por lo que leyóel artículo de Lhuilier con la lista de excepciones, 
lo que no le impidió concluir su prueba con el «teorema»: «Todos lar poliedros son leegen 
El artículo de Steiner provocó que Hessel, el Lhuilier de los alemanes, escribiese su 
cn 


d radio de la esfera fuese 1. Eligió el 
que la esfera estuviese cubierta totalm 
эт un entramado de polígos 
ado poliédrico de la esf 
lemas trivialmente verda: 


1 bien, un punto desde el que sex posible semejante proyección 

sólo existe en poliedros convexos y en unos pocos poliedros 
«cuasiconvexos» decentes; una clase más restringida incluso que los 
poliedros «cuasiconvexos». Peto este teorema: «Todos Jos poliedro 
Fegendre зоп eulerianos 8. dilicre completamente del de Cauchy, aunque 
sara peor. Es udesafortunadamente incompleto» ®, Representa un «es 
Pero vano que presupone condiciones de las que no depende en absoluto 
el teorema de Euler. Ha de ser climinado y es necesario buscar principios 
más generalesy% 

Bera: Omega está en lo cierto. «La convexidad es en cierta medida 
accidental para cl carácter culeriano, Un poliedro convexo podría trans 
formarse, por ejemplo, mediante una indentación o hundiendo uno 
о más de sus vértices, en un poliedro no convexo con los mis 


números configuradores. La relación de Euler corresponde a algo más 


profundo que la convesidad»9%, Así que usted nunca lo captará con 
sus «cuasi» tal y cual 
Orca: Pensaba que el Maestro lc 


abía captado con los principios 


Ls лий; de Lain e ресе encontrar en su [IBI aunque о эш d terene 
Week есм есен: es el siglo dieciocho! Lanendre empiezs definienda: 1o 
Poliedros como sólidos саа superficie consta de cras Де (pig. 161). Luego 
ркы 1.14 C= Zenguerel (pi 228). Pero hay ura corrección excluidora de excepeio 
POM un nora em len pequeña de la pig. Md, donde se dice que sólo se tendrán 
ыа Tor Poliedros eae nord los pliedror cuani convexos. En з [1809], Poinsot 
TQ primero еп dame cuentas con ocasión de sus comentarios acerca de la prueba 
e glide, de que la fórmula de Euler «es válida no sólo para los sólidos convexo 
The, мыч. aquellos cuya superficie queda cortada por una Macs en dos puntos 
Md que se puel halle ew cl interior del sólido un punto que sirva como Cam 
MEAS Unus, Pre la сый ce puedan proyectar lae carat del poliedro mediante líneas 
ы айана de pokiedros соп angulos entrames. De hecho, la prueba de Legendre, 
al Come eti «e ples a tados e adicionalese pig, 46) 

“т 
a Legendre У кез мондай semejantes, lo único que se consigue es alimenti 


de Jonquières prosigue, tomando un argumento de Poinsor [1858]: «Al invocar 
An prejuicio muy extendido que se ha adueñado incluso de los mejores intelectos: que 
SI dominio de validez del de Euler consta tan sólo de poliedros convexo 
(118902). pág. 111) 

ss Esto es de Poinsor ([1858], pág, 70 

0 D. M. Y. Sommerville (1929), págs. 143 


non 


f & 


пами тт ттт т na” 


ererrerasa 


topológicos de la prueba de Cauchy, en la que fados los lemas de 
la prueba de Legendre se sustituyen por otros completas 


Pero entonces di con un poliedro que refuraba incluso esta prueba 


inda hasta el momento. 


Fig. 15. 


Marsrro: Infórmenos de eso. 

Our: Todos ustedes recuerdan el «erizo» de Gamma (fig. 7) 
Por supuesto, no era culeriano. ¡Pero no todos los poliedros estrellados 
son no-culerianos! Tomemos, por ejemplo, el «gran dodecaedro estrella 
do» (fig. 15). Como el «dodecaedro estrellado pequeño», consta de penta- 


gramas, aunque dispuestos de modo diferente. Posee 12 caras, 30 aristas 
y 20 vértices, de manera que V — 44 C= 2% 

MAESTRO: ¿Rechaza usted entonces nuestra prueba? 

Ourca: En efecto. La prueba satisfactoria ha de explicar también 
el eulerianismo del «gran dodecaedro estrellado» 

Ro: ¿Por qué no admitir que su «gran dodecaedro estrellado» es 
triangular? Sus dificultades son imaginarias. 

Рита: Estoy de acuerdo. Pero son imaginarias por una razón 
diferente. Ahora ya me he entregado a los poliedros estrellados: son 
fascinantes. Pero, me temo que sean esencialmente diferentes de los 
poliedros ordinarios. Por tanto, no es posible concebir una prueba 
que explique el carácter euleriano de, digamos, el cubo y del «gran 
dodecaedro estrellado» mediante una sola idea 

OxrGa: ¿Por qué no? No tiene usted imaginación. ¿Habría insistido 
usted tras la prueba de Gergonne y antes de la de Cauchy en que 


Este «gran dodecaedro estrellado» ya habia sido concebido por Kepler (1619) 
pág. 53). Poinsot lo descubrió independientemente mis tarde ([1810]), siendo el primero 
n examinar su carácter culeriano. La figura 15 está sacada del libro de Kepler. 


Pruebas y refotsciones М 


los poliedros cóncavos у convexos son esencialmente diferentes y en 
que, por tanto, no era posible concebir una prueba que explicase el 
Carácter culeriano de los políedros convexos y cóncavos mediante una 
única idea? Permitame citar los Diálogos de Galileo. 


Sacnrwo: Ам, como usted ve, todos 


planetas y satélites (llamémostos a tod 


sc mueven cn elipses. 


Sauviari: Me temo que sean planetas mm parábolas. Mire esta piedra. 1. 
arrojo y se mueve en una parábola 

амгы: ¡Pero esa piedra по es un planeta! Se trata de dos fenómenos. totalmente 
diferentes 

St Por supuesto que esta piedra ex wn planers, sólo que lanzada con una mano 
menos poderosa que la que arrojó ha Luna. 

en Tonterias! ¿Cómo se atreve usted a poner en pie de igualdad fenómenos 


celestes y terrestres? ¡Uno nada tiene que ver con d oteo! 


и supuesto que ambos 
se pueden explicar mediante pruebas, pero estoy completamente seguro de que ambas 
explicaciones serán distintas. ¡No puedo imaginar que uma prueba explique el с 
celeste de un planet y un proyectil terrestre con una única idea! 


Sarviar: Usted no podrá imaginarlo, pero yo puedo ingeniaria... 


Maestro: No se preocupe de los proyectiles у los planetas, Omega, 
¿acaso ha conseguido usted hallar una prueba que abarque los poliedros 
<ulerianos ordinarios y los poliedros estrellados culerianos? 

sa: No; pero lo conseguiré??. 
LAMBDA: Eso dice usted, pero ¿qué pasa con la prueba de Cauchy? 
Ha de explicarnos por qué rechaza una prueba tras otra 


(b) La tendencia bacia pruebas finales y las correspondientes condiciones necesa- 
rias y suficientes 


Omeca: Ha criticado usted los análisis de là prueba por el hundimien- 
to de la retransmisión de la falsedad mediante contracjemplos del tercer 
tipo!00, Yo los critico ahora por el hundimiento de la transmisión de la 
falsedad (o, lo que viene a ser lo mismo, la retransmisión de la verdad), me- 
diante contraejemplos del segundo tipo101, Una prueba debe explicar el 
fenómeno de la culerianidad en todo su ámbito. 

Мі alegato no es sólo en favor de la cerfega, sino también en la 
finalidad. El teorema ha de ser cierto, no ha de haber contracjemplos 
en sus dominios, pero ha de ser también final: no debe haber ningún 
ejemplo fuera de sus dominios. Lo que quieto es trazar una linea divisoria 
entre ejemplos y contraejemplos y no simplemente entre el dominio 


9 Ме ha sido imposible localizar esta cita. 

э CE, la nota 103. 

106 Contesejemplos globales, pero no locales 
101 Conttiejemplos a la vez globales y locales 


contraejemplos, por 
LAMBDA: O sea 


Kara: Par 


Oca: Por supues 
Kapa: Es p en la infinitud vicios 
le ocurrirá lo mismo a la finalidad? Hallará usted al menos un poliedro 
culeriano fuera del dominio de cada una de sus pruebas cada vez mis 
OMEGA: Por supuesto que sé que no es posible resolver el problema 
de la finalidad sin resolver el de la certeza, Estoy seguro de que les 
resolveremos ambos. Detendremos la infinita oleada de contraejemples 
nto del tipo primero como del tercero. 
Marsrro: Es muy importante su bú contenido creciente, 
pero ¿por qué no acc satisfacioriedad ` A 
finalidad— como un extra agradable, aunque no obligatorio? ¿Por qué 
rechazar las pruebas interesantes que no contengan condiciones necesi 
rias y suficientes? ¿Por qué considerarlas refutadas? 
Ouren Bueno... 102 


su segundo criterio 


LawBDA: Sea como sea, Omega me ha convencido plenamente de 
que una sola prueba puede no ser suficiente para la mejora crítica 
de una conjetura ingenua. Nuestro método debería incluir la versión 
radical de su Reg/a 4 y debería denominarse consiguientemente el métc- 
do de «pruebas y refutaciones» en vez de «prueba у refutaciones» 

Mu: Disculpe que interrumpa. Acabo de traducir los resultados 
de su discusión en térmicos cuasi-topológicos: El método de incorporz- 


ción de lemas suministró una secuencia, que se va contrayendo, de 


dominios de teoremas mejorados sucesivos incluidos unos en otros; dichos 


102 La respuesta está en la célebre heurística de Pappo en la antigüedad, que sólo 


trar, la regla fundamental de esta heurística era: «Si se tiene un gece? derivenie 
че cra verdaderas. (CL Hesh [1925]. 1, págs. 13899 FI princpio cores arpa 
en esta tradición. La búsqueda de la cereza prevaleció sobre la de la finalidad 


teje lA sesión. conciosa, de lor contíaejenplos keete Bata secu 


La discusión ha mostrado que incluso este domino límite 
ser demasiado estrecho (quizá incluso vacio). Puede que tengamos 
que ingeniar pruebas s 7 cuyos dominios formen una secuencia 
expandente, que inc eulcrianos recalcitrantes 
que constituían contraejemplos locales de pruebas previas. Estos domi 
os, que son dominios límite, convergerán hacia el doble límite del 
de la conpetnra ingenua», que constituye después de todo la meta 
de la investigació 
La topología de este espacio heurístico constituirá un problema 
para la filosofía matemática: ¿serán infinitas las secuencias, convergerán, 
alcanzarán el límite, no será el límite el conjunto vacio? 
Fester: ¡He hallado una prueba más pr 
que explica también la eulerianidad del 
de Omega! [Pase ana nota al Maestro.) 
Омксл: ¡La prueba final! ¡Ahora se desvelará la verdadera esencia 
de la eulerianidad! 
Maestro: Lo siento, pero se nos va el tiempo: tendremos que 
discutir la sofisticadísima prueb: 
único que veo es que no va a 


251, Beta? 


nda que la de Cauchy, 


an dodecaedro estrellado» 


Pruebas diferentes suministran teoremas diferentes 


Bera: El punto más importante que he sacado en limpio de esta 
discusión es que pruebas distintas de la misma conjetura ingenua llevan 
a teoremas muy diferentes. La primitiva conjetura de Descartes-Enler зе 
mejora con cada prueba, tornándose en un teorema diferente. Nuestra prueba 
original arrojaba: «Todos lor poliedros de Cauchy son enerianos». Ahora 
hemos aprendido algo sobre dos teoremas completamente distintos 
«Todos los poliedros de Gergomne son emlerianoso y «Todos los poliedros de 
Legendre son euleriamos». Tres pruebas, tres teoremas con un antepasado 
común10%, Así pues, la expresión usual «distintas pruebas del teorema 


1% > Nota de for editores: H contenido de la nota de Epsilon se desvela más abajo, 
en el capítulo 2. 
104 Hay muchas pruebas de la conjetura de Euler, Para una discusión heurística detallada 


de las pruebas de E dan y Poincaré, véase Lakatos [1961] 


LP P 


ва Imre Lakaios 


de Euler» resulta confundente, pues oculta el papel vital qu 
las pruebas en la formación de teoremas 105. = 2 

Pr: La diferencia entre las distintas pruebas es más profunda. Sólo 
la conjetura ingenua versa sobre policdro: versan un 
sólo sobre objetos de С nne y objetos de Leger 


desempeñan 


Los teoren 


: hv, objetos de Gerg 

dre respectivamente, y no ya sobre poliedros. 
BETA: ¿Está usted haciéndose el gracioso? 
Pr: Nos explicaré lo que quiero decir, aunque lo haré en un contexto 

más amplio: deseo discutir sobre /ormación de conceptos en general 
кта: Deberíamos discutir antes sobre SE, 

la Regla 4 de Omega es muy débil, incluso en su interpretación radical 
Maestro: Perfecto, oigamos primero el enfoque de Dseta del proble 

ma del contenido y terminemos nuestro debate con una discusión de 

la formación de conceptos. 


ncuentro que 


пре» [1858 «Simplicidad alude aqu a ides de rigor c dieciocho: idad e 
delen єп tl caso, I prueba de Euler habc resultado superior, (De hecho, no hy 
nada malo en la prueba de Euler. Legender aplicó la norms subjetiva de rigor contempori- 
тео, descuidando objetiva del contendo) ОН irre = 

conocimiento básico en trigonometria esférica ([1812-134], pág. 171). Pero, también Lhuilier 
de que rodar las pruebas demuestran cl mimo teorema (UBI) 14 unies derchen 
ler pelraros төп ien. para Deler todas lae pruebas distintas demuestran que нй, 
mucho ame de su revolución del igor, у o boy que ner may en cuenta que rapi 
la diferencia de profundidad de lu distintas prucbes, per lo que no poda aprecis d 
(Lhailier [1812-13«], pág. 179). P WEE 


7. Vuelta sobre el Problema del Contenido 
(4) La ingennided de lo conjetura ingenna 
Dsera: Coincido con Omega en deplorar que los excluidores de 


monstruos, los excluidores de excepciones y los incorporadores de lemas 
verdad cierta a costa del contenido. 


se esfuercen todos por conseguir la 

a Regla 4107, que exige pruebas más profundas de la misma 

no es suficiente. ¿Por qué nuestra búsqueda de 
маг delimitada por la primera conjetura 

os? ¿Por qué la me 


Con todo, 
conjetura ingenua, 
contenido habria de 
con la que nos top. 
habría de ser el «dominio de la conjetura ingenua»? 

ОмксА: No le sigo. ¿Acaso cabe alguna duda de que nuestro proble- 
ma era descubrir el dominio de verdad de V 14 C — 2? 

Dsera: ¡No lo era! Nuestro problema era hallar la relación entre 
V, АА y € para un poliedro cualquiera. No fue más que un simple 
iccidente que nos familiarizisemos en primer lugar con poliedros para 
los que V — 1+ C —2. Sin embargo, un examen crítico de esos polie- 
dros «eulerianos» nos mostró que hay muchos más poliedros no culeria. 
nos que eulerianos. ¿Por qué no buscar el dominio de V — 4 + C= — 6, 


genua 
de nuestra investig 


1^— 41 4- C 28 0 V— -14- C —0? ¿Acaso по son igualmente intere- 
santes? 

Ѕісма: Está usted en lo cierto. Prestamos tanta atención а 
V^ A + C= 2 sólo porque pensábamos originariamente que era verda: 


dero. Pero ahora sabemos que no lo es; hemos de hallar una conjetura 
ingenna mueva más profunda. 

Dsera: ...que resultará menos ingenua, 

Soma: ..que consistirá en una relación entre V^, 
cualquier poliedro. 

Duren: ¿Por qué precipitarse? Resolvamos primero el problema 
más modesto que nos hemos propuesto resolver: explicar por qué 
algunos poliedros son culerianos. Hasta ahora, sólo hemos llegado 
a explicaciones parciales. Por ejemplo, ninguna de las pruebas halladas 
ha explicado por qué un marco de cuadro con caras anulares en la 
parte de delante y en la de atrás es culeriano (fig. 16). Posce 16 vértices, 
24 aristas y 10 caras... 

Zera: No es, ciertamente, un poliedro de Cauchy: tiene un túnel, 
caras anulares. 

Bera: ¡Y con todo es euleriano! ¡Qué irracional! ¿Un poliedro culpa- 
ble de una sola falta (un túnel sin caras anulares (fig. 9)) ha de ser 
relegado con los chivos, mientras que otro que delinque el doble de 


1 y C para 


107 Véne mis arriba, la pág. 76. 


enemos bastantes rompecabezas con 
los poliedros euleriar 
Si gentia 
Dsera: No, Omega. «Puede resultar más fácil resolver varias eneen 
nes que resolver una sola. Un muevo problema más ambicioso puede 
resultar más fácil de manejar que el problema original» 1 


los antes de abordar un problema 


Le mostraré 
sin lugar а dudas que su problema estrecho y accidental sólo se puede 


solucionar resolviendo el problema esencial más amplio. 


Fig. 16 


Омеса: ¡Pero yo quiero descubrir el secreto de la eulerianid 

Dsera: Comprendo su resistencia. Se ha enamorado usted del proble 
ma de hallar dónde ha trazado Dios la frontera entre los poliedros 
culerianos y los no culerianos. Pero no existe en absoluto razón alguna 
pam creer que el término «euleriano» haya aparecido en los planos 
divinos sobre el universo. ¿Qué pasa si la culerianidad no es má 
que una propiedad accidental de algunos poliedros? En tal caso, no 
tendría interés e incluso sería imposible hallar los zigzags aleatorios 
de la línea de demarcación entre los poliedros eulerianos y los no 
culerianos. Admitir tal cosa, sin embargo, dejaría intacto el racionalismo, 
Puesto que en ese caso, la eulerianidad no formaría parte de la planifica 
ción racional del universo. Olvidémonos, por tanto, de ella. Uno 
de los aspectos fundamentales del racionalismo crítico es que siempre 
estamos preparados para abandonar nuestro problema original en d 
curso de la solución, sustituyéndolo por otro. 


(В) La inducción como base del método de pruebas y refutaciones 


Sroma: Dseta está cn lo cierto. ¡Qué desastre! 


104 Quienes se dieron cuenta del problema, independientemente, fueron Lhuilie 
[1812-136] y Hessel [1832]. En el artículo de Hessel, las figuras de ambos marcos de 
cuadro aparecen juntas. Cf. también la nou 127. 


"99 Pólya lo denomina «la paradoja del inventor» ([1945], pág. 110). 


Dsrxa: ¿Desastre? 
Siena: Si 
la relación entre 1^, Ir € par e 
Contemple la vasta muchedu raejemplos: poliedros con 


Quiere usted ahora una nueva «conjetura ingenu: € 
quier poliedro, no es asi? ¡Imposible 
cavidades, poliedros con caras anulares, con túncles, unidos por las 
1^— A- C. puede tomar cualquier valor! 
¡Le resultará imposible reconocer orden alguno en este caos! Hemos 
abandonado el firme suelo de los poliedi поз para caer en 
tino. Hemos perdido irremisiblemente una conjetura ingenua 
tenemos esperanzas de conseguir otra 

sera: Pero. | 
Вета: ¿Por qué no? Recuerde el caos 
de nuestra tabla de vértices, aristas y caras, incluso en cl caso de 
los poliedros más ordinarios convexo» 110, Pracasamos tantas veces а 


la hora de hacerlos encajar en una fórmula 111. Pero luego, repentinamen 
te, la regularidad real que los gobierna nos sorpendió: V— 4+ C= 2, 

Kara [aparte]: z«Regularidad real»? Simpática expresión para una 
falsedad manifiesta. 

Bera: Lo único que tenemos que hacer ahora es completar nuestra 
tabla con los datos de los poliedros no eulerianos y buscar una nueva 
fórmula; observando paciente y diligentemente y con un poco de suerte 
daremos con la correcta; luego podremos mejorarla de nuevo, aplicando 
el método de pruebas y refutaciones 


Poliedro 


I cube 
1 prisma triangular 

Ш prisma pentagonal 

IV pirámice cuadrada 

V pirámide triangular 

VI pirámide pentagonal 6 
AN versed: 6 
Vill stor d 
IX «cubo truncado» 16 


Dsera: ¿Observación paciente y diligente? ¿Ensayar una fórmula 
ras otra? ¿Ácaso va usted a inventar una máquina de conjeturar que 
produzca Fórmulas aleatorie y les contraste contre E 
la idea que usted tiene de cómo progresa la ciencia? 


M Nota de lor dier: La tabla se discutió antes de que entrásemon en el AMA 


зи Véase la mota 116. Hemos tomado esta 


Urano ar a PN 


....o.no 


Bera; No comprendo su sarcasmo, Sin duda estará usted de acuerdo 
сп que nuestro primer conocimiento, nuestras conjeturas ingenuas, solo 
pueden surgir de la observación diligente y la repentina intuicion, 
por mucho que nuestro método crítico de «pruebas y refutacioness 
se ocupe de ello después de que hayamos descabierto uma conjetur 
ingenua. ¡Todo método deductivo ha de partir de una base 


"duct 
Sica: Su método inductivo nunca tendrá éxito. Llegamos a 
V — „4 + C —2 tan sólo porque dio la casualidad de que en nuestias 
tablas primitivas no había ningún marco de cuadro о ningún erio. 
Ahora que ese accidente histórico. 

Kara [aparte] 


о la benévola guía divina 


84 ha desaparecido, nunca «inducir» usted el orden a partir 
del caos. Comenzamos con largas observaciones y una feliz intuición, 

ios. Ahora propone usted que comencemos de nuevo con 
servaciones más largas y una intuición aún más feliz. Aun cuando 
llegásemos a una nueva conjetura ingenua, cosa que dudo, acabaríamos 
en la misma confusión. 

Bera: ¿Deberíamos, tal vez, abandonar completamente la investiga 
ción? Tenemos que comenzar de nuevo; primero, con una nueva conjeta. 
ra ingenua y luego, pasando de nuevo por el método de pruebas y refu- 
taciones, 

Dsera: No, Beta. Estoy de acuerdo con Sigma y, por tanto, ao 
comenzaré de nuevo con una conjetura ingenua. 

Вета: Entonces, ¿dónde pretende usted comenzar, si no es con 
una generalización inductiva de bajo nivel como conjetura ingenui? 
20, acaso posee usted un método alternativo para comenzar? 


(c) Conjeturar deductivamente frente a conjeturar ingennamente 


Ds 


^ ¿Comenzar? ¿Por qué tendríamos que comenzar? Mi mente 

4 en blanco cuando descubro (o invento) un problema. 

Marsrno: No le tome cl pelo a Beta. El problema es el siguiente: 
«¿Existe una relación entre el miprero de vértices, aristas y caras de los poliedros 
análoga а la relación trivial que hay entre el múmero de vértices y aristas 
de los polígonos, a saber, que V=A2» 152 ¿Cómo reaccionaria usted апе 
^. Dsera: Primero, no tengo um ayuda a la investigación del gobierno 
como para emprender una extensa observación de los poliedros, ai 
ayudantes de investigaciones suministrados por el ejército que cuenten 
cl múmero de sus vértices, aristas y caras, para compilar tablas ccn 
esos datos. Pero, aun cuando dispusiese de ellos, no tendría paciencia 
(0 interés) para ensayar una fórmula tras otra-para comprobar si encaja 


Véase más arriba, l pág. 22. 


Bera: ¿Entonces, qué? ¿Va usted a tumbarse en el sofá y a cerrar 
los ojos, olvidándose de los datos? 

Dsera mente. Necesito una idea para comenzar con ella y 
no dato alguno, 

Brra: гҮ de dónde sa 

Dsera. Esta ya ahí, en 
ma: de hecho, está en la propia formula 

Bera: ¿Qué idea? 

Dsera: La de que para 

Bera: ¿Y qué? 

Dsera: Un problema no surge nunca de la nada, sino que siempre 
está relacionado con nuestro conocimiento de base. Sabemos que, pa 
los polígonos, V =]. Ahora bien, un polígono es un sistema de 
polígonos que consta de un solo poligono. Un poliedro cs un sistema 
depoligonos que consta de más de un polígono, Pero, para los poliedros, 
V 4 A. ¿En qué punto se rompió la relación / = 74 en la transición 
delos sistemas monopoligonales a los sistemas polipoligonales? En lugar 
de recolectar datos, rastreo de qué modo se desarrolló el problema a par- 
tir de nuestro conocimiento básico; si no, ¿cuál era la expectativa cuya 
refutación presentó el problema? 

Sima: Perfecto, Sigamos sus recomendaciones, Para cualquier poli- 
gono, A—W=0 (fig. 17(a)). ¿Qué ocurre si le adoso otro poligono 
(no necesariamente en el mismo plano)? El polígono adicional posee 
ту aristas y m vértices; ahora bien, al adosarlo al original a lo largo 
de una cadena de л"; aristas y #', + 1 vértices, aumentaremos en m —7, 
el número de aristas y en m — (л' + 1) el número de vértices; es decir, 
en el nuevo sistema bi-poligonal habrá un exceso del número de aristas 
sobre el número de vértices: A — V = 1 (fig. 17(9); para un adosamiento 
inusual, aunque perfectamente adecuado, véase la fig. 17(£)). «Adosar» 
una nueva cara al sistema aumentará siempre en uno ese exceso o, 


usted su idea? 


cuando formulamos el proble 
¡ón del problema 


un polígono, V = A 


(e) be 
Se 17 


@ 


26-1 

Dsera: О, 071144 

LAMBDA: Sin er falso para la mayoría d en 
poligomale 

Siasa: Pero, m var a sistemas poli 
abiertos», limitados ic aristas. Puedo extender fácil 


te mi experimento poligonales «cerrados» sin an 


ite semejante e puede llevar a cabo cubriendo a 
ema poligonal abierto en forma de vaso con una tapadera poligon 
al encajar semejante tapa poligonal, aumentará C en uno, sin camb 
Vo A 
Dskra: O, para un sistema poligonal cerrado, o poliedro cerraco, 
construido de este modo, 17 — 241 C=2: conjetura que acaba usted 


obtener ahora sin rvar» el número de vértices, aristas y caras 
de un solo poliedro. 
LaMBDA: Y ahora puede usted aplicar el método de pruebas y 
refutaciones sin un «punto de 
Dsera: ¡Con la difere 
la prueba está ahí! Puede 


ida inductivo». 


de que no se necesita inventar una prueba 
cd proceder inmediatamente con las refura 
los análisis de la prueba y la formación de teoremas 


BDA: ¡Así que, según su método, en vez de las observaciones, 


L 
la prueba precede a la conjetura ingenua! 113 


Dsera: Bueno, yo no denominaría «ingenua» a una conjetura que 
se ha desarrollado a partir de una prueba. mi método no Fay 
lugar para ingenuidades inductivas. 

Bera: ¡Objeción! Lo único que ha hecho usted es retrotraer el 
comienzo inductivo «ingenuo»: partió usted de «V = A para los polígo- 
nos». ¿Acaso no basa usted eso en observaciones? 

Dsera: Como a la mayoría de los matemáticos, no se me da ben 
eso de contar. Acabo de tratar de contar las aristas y vértices de 
un heptágono y primero hallé 7 aristas y 8 vértice 

Bera: Bromas aparte, ¿cómo halló usted que V = 4? 

Dsera: Me quedé profundamente sorprendido cuando constaté por 
primera vez que, en el caso de un triángulo, V — 4 = 0. Por supuesto 
que sabía de sobra que en una arista V — A = 1 (fig. 18(4)). También 
sabía que adosándole nuevas aristas, aumeni 

értices como de aristas (fig. 18(0) y 18(0)). ¿Por 
qué, en los sistemas poligonales de aristas, V — A —0? Entonces me 
di cuenta de que ello se debía a la transición de un sistema abierto 


y, luego, 8 aristas 


a que está limitado por dos vértices) a un ma cerrado 


¿que no posee tal límite), puesto que en esa t 


ma abierto al encajar una arista sin añadir un nuevo vértice 


rve, que 1=0 para los poligo 


Fig. 18 Fig. 19, 

Bera: Su ingenio no le será de ninguna ayuda. Lo único que 
ha hecho usted es retrotraer aún más el punto de partida inductivo 
ahora, al enunciado de que L/— «1-1 para cualquier arista que sea 
¿Eso lo ha probado usted o lo ha observado? 


Dsrra: Lo he probado. Sabía, por supuesto, que para un sólo 

vértice V = 1 (fig. 19). Mi problema era construir una relación análoga 
Bera [furioso]: ¿Acaso no observó uted que para un punto V = 12 
Durra: ¿Usted si? | Aparte, a РД: ¿Habre de decirle que mi «punto 

de partida inductivo» fue el espacio vacio? ¿Que comencé «observando» 


ото sea, se han señalado dos puntos, Primero, Sigma 
argumentó en el sentido de que se debe a un accidente histórico que зе 
pueda llegar a conjeturas indutias ingenuas: cuando nos hallamos frente 
а un caos real de hechos, rara vez conseguiremos encajarlos en una 
fórmula elegante. Luego, Dseta mostró que para 
un punto de partida inductivista. 

Bera: ¡Objeción! ¿Qué pasa соп esas‘ célebres conjeturas que m 
han sido precedidas (ni siquiera seguidas) de pruebas, tales como la 
conjetura de los cuatro colores, según la cual bastan cuatro colores 
para colorear un mapa, o la conjetura de Goldbach? Sólo se debe 
a accidentes históricos que las pruebas puedan preceder a los teoremas, 
que el «conjeturar deductivo» de Dseta pueda tener lugar: de lo contra 
rio, las conjeturas inductivas ingenuas van primero 


a lógica de pruebas 
nes no precisamos ma conjetura ingenua, no precisamos en absoluto 


Maesrko: Ciertamente, tenemos que aprender ambos patrones heuris. 
ticos: el conjetarar deductivo es mejor, aunque el conjeturar ingenuo vale 
más que nada. Ahora bien, cl conjelurar ingenuo no es inducción; ¡no existen 
conjeturas inductivas! 

Bera: ¡Pero, hemos hallado la conjetura ingenua por inducción! «Es 
decir, nos fue sugerida por la observación, fue indicada por casos 
partic Y, entre los casos particulares que hemos examinado, 


podríamos distinguir dos grupos: los que preceden a la formulaci 


PORRA Ranas 


"e 


їс la conjetura y los que vienen después. Los primeros sageríum la 


conjetura, los siguientes la apoyabun. Ambos tipos de casos suministran 
Este 
primero constituye 


ación inductiva o Aen 


una especie de contacto entre la conjetura y “los hechos...» 114 


doble contacto es el corazón de la 
la Рента inductio v 


inducción: € 


Maestro: ¡No! Los hechos ni sugieren las conjeturas ni tampoco 
las apoyan. 

Bera: Entonces, ¿qué me sugirió a mé que V — A + С = 2, sino 
los hechos recogidos en mi tabla? 

Млнзтко: Le diré: usted mismo ha confesado que fracasó muchas 
veces a la hora de encajarlos en una fórmula 15, Pues bien, he aquí 


lo qu 


ocurrió: disponía usted de tres o cuatro conjeturas que fueron 
rápidamente refutadas una tras otra. Su tabla se construyó en el proceso 
de contrastar y refutar esas conjeturas. Dichas conjeturas muertas, y 
olvidadas, fueron las que sugirieron los hechos y no los hechos las 
conjeturas. Las conjeturas ingenuas no son conjeturas inductivas : las obtenemos 
por ensayo y error, mediante conjeturas y refutaciones V, Más, si usted cee 
(equivocadamente) que ha llegado a ellas inductivamente, a partir de 
sus tablas, si piensa usted que cuanto más larga sea la tabla más conjeturas 
sugerirá para apoyarlas consiguientemente, puede usted perder su tiempo 
reuniendo datos innecesarios, Además, al estar indoctrinado en el sentido 
de que el camino del descubrimiento va de los hechos a la conjetura 
y de la conjetura a la prueba (el mito de la inducción), puede used 
olvidar totalmente la alternativa heurística: el conjeturar deductivo"? 

La heurística matemática es muy similar a la heurística científica, no porque 
ambas sean inductivas, sino porque ambas se caracterizan por conjeturas, pruebas 
y refutaciones. La diferencia (importante) estriba en la naturaleza de 
las respectivas conjeturas, pruebas (o, en el caso de la ciencia, explicacio- 
nes) y contracjemplos 118, 


114 Pólya [1945], vol. 1, págs. S y 7 (ol subrayado vt mío), 

пә Véase la pág. 87. 

116 Pólya reconstruye elegantemente estos ensayos y errores. La primera conjeura 
es que C aumenta con V. Al refutaria, siguen dos conjeruras más 
©; A aumenta con V. La cuarta conjetura es la ganadora: 
(1945), vol. 1, págs. 35-7). 

117 Por otro lado, quienes, debido a la presentación deductiva usual de las matemáic 
se creen que el camino del descubrimiento procede de los axiomas y/o definiciones a 
las pruebas y teoremas, corren el riesgo de olvidar totalmente la posibilidad e importancia 
del conjerurar ingenuo. De hecho, en la heurística matemática, el peligro mayor está 
en el deductivismo, mientras que en la heurística científica est en el inductivismo. 

114 El resurgimiento en este siglo de la heurística matemática se debe a Pólya. Uno 
de los aspectos fundamentales de su admirable obra es el hincapié que hace en las semejanzas. 
entre la heurística ciéntifica y matemática, Lo único que se puede considerar como una 


А aumenta con 
CV aumenta cor A 


Bera 


conjetura que haya sido «sugerida» por hechos firmes, no conjetu 


sino que estaba precedida por muchas coni 


aras y refutaciones «preinge- 
nuas». La lógica de las conjeturas y refutaciones carece de punto de 
partida, aunque no asi la lógica de pruebas y refutaciones, que parte 
de h primera conje 
mental 

ALFA: Tal vez; pero, en ese caso, yo no del 

Kara [aparte]: Ni siquiera en la heurística existe algo así como 
la ingenuidad perfec 

Bera: Lo importante es salir cuanto 
y error, a fin de proceder rápidamente a realizar experimentos mentales, 
sin guardar demasiado respeto «inductivo» por los «hechos». Tal respeto 
puede ser un estorbo para el desarrollo del conocimiento. Imaginemos 
que se llega por ensayo y error a la conjetura V — А+ C= 2, y que 
ésta queda inmediatamente refutada por la observación de que 
V-A+C=0cn el i se tiene demasiado 
respeto por los hechos, especialmente cuando refutan las conjeturas 
de uno, se procederá con el ensayo y error pre-ingenuo, buscando 
otra conjetura. Pero, si se dispone de una heurística mejor, al menos 
se intenta ignorar la contrastación observacional adversa y se ensaya 
una contrastación por medio de un experimento mental, сото la prueba 
de Cauchy. 

Siroma: 
de Cauchy? 

Bera: ¿Por qué llamar prueba a la contrastación de Cauchy? 
una contrastación! Mire, usted comenzó con una conjetura ingenua, 

— A + C 2, para todos los poliedros. A continuación, extrajo usted 
consecuencias de ella: «si la conjetura ingenua es verdadera, entonces, 


ingenua que ha de ser seguida de un experimento 


ria llamarla «ingenua». 


wes del período de ensayo 


aso del marco de cuadro. 


uë confusión! ¿Por qué llamar contrastación a la prueba 
¿Por q D 


¡Era 


tras eliminar una cara, tenemos que para el entramado restante 
V—.A-C-l» «si esta consecuencia es verdadera, entonces 
V- A+C=1 incluso después de la triangulación»; «si esta última 


consecuencia es verdadera, entonces V — 4 + C antendrá mie 
tras que los triángulos se eliminen uno a uno»; «si esto es verdadero, 
entonces, para un solo triángulo, V — 44 C= 1»... 

Ahora bien, ocurre que sabemos que esta última conclusión es 
verdadera. Pero, ¿qué hubiera ocurrido si hubiésemos concluido que 


debilidad em relacionado con su fuerza: nunca cuestiona que la ciencia sea inductiva 
у. debido а su visión correcta de la profunda analogía entre la heurística científica y 
la matemática, se ha visto llevado a pensar que también las matemáticas son inductivas. 
Lo mismo le pasó ameriormente a Poincaré (véase su (1902), la Introducción), así como 
a Frécher (véase su (1938) 

JI Véase más arriba, pág. 58, 


para un solo triángulo = -1+ C =0? Habriamos rechazado inmeci 
mente como falsa la conjetura original. Lo único que hemos lecho 
lo que nosotros pensábamos! Tenemos, entonces, que invertir el proceso 
tratar de construir un experimento mental que lleve en la dirección 
puesta: del triángulo, de nuevo al pol 

Bera: Precisament Dseta señaló que en lugar de resolver 
nuestro problema inventando primero una conjetura ingenua mediante 
ensayo y error, contrastándola después, para terminar dándole la vuelta 
la contrastación para convertirla en una prueba, podemos comenzar 


directamente con la prueba real. Si nos hubiésemos dado cuenta de 
la posibilidad de conjerurar deductivamente, podríamos haber evitado 
toda esta chapuza pseudo inductiva 

Kara [aparte]: ¡Menuda serie dramática de cambios de chaqueta! 
El crítico Alfa se ha convertido en un dogmático, el dogmitico Delta, 
en un refutacionista y, ahora, el inducrivista Beta, en un deductivista! 


SiGMA: Pero, espere un momento; si el experimento mental contrasta 


Bera: Lo llamaré is 

Sigma: ...puede después de todo ser seguido por un experimento 
mental probador. 

Bera: Lo llamaré síntesis... 120 

SIGMA: ...¿será el «teorema analítico» necesariamente idéntico al «teo 
rema sintético»? Al ir en la dirección opuesta, podríamos utilizar emas 
diferentes 121 


Bera: Si son diferentes, el teorema sintético debería primar sobre 
el analítico; después de todo, el análisis sólo contraste, mientras que la 
Sintesis prae 


Maisto: Su descubrimiento de que nuestra 


cra de hecho 
п parece haber sorprendido a la clase, distrayendo su 

entación principal; a saber, que si teremos 
una conjetura que ya ha sido refutada mediante un contracjemplo, 
deberíamos dejar de lado la, refutación p 
conjetura mediante un experimento mental. De este modo, podriamos 


atención de nuestra argui 


tratar de contrasar la 


dar con una prueba, abandonar la fase de ensayo y error y pasar 


tee con un amis y luego, en el «aso de que el aniliis no falce li conje- 

y nota 102), Pero, mientras que nues 
tra Versión del sert mejora la conjetura, la versión pappiaera tan sólo la prueba o 
la refuta. 


121 Cf. Robinson ' 


n; pêro permítaseme «c mentar las re 


a 4 de Omega, mediante la 


Venten: Está usted ampliando ahora mi concepto de «profun 
y puede que esté usted acertando. Pero, pasa con la aplicación 
práctica de su nueva regla? Hasta ahora sólo nos ha suministrado 
resultados que ya conocíamos. Es muy fácil ser un sabio tras producirse 


los acontecimientos. Su «conjeturar ded 


о» no es más que la уйге 
Ahora debería ser 
honesto y utilizar su método para hallar una conjetur 
desconocida, con el prometido aumento de contenido. 
Dskra: Exacto. Comienzo con el teorema 


correspondiente al análisis or del maestr 


ted 


enerado por mi experi: 
mento mental: «Todas los poliedros normales cerrados 


Orca: ¿Normales? 


Enlerianos» 


Олега: No deseo perder el tiempo pasando por el método de prueba 
y refutaciones. Me limito a llamar «normales» a todos los poliedros 
que se pueden construir a partir de un poligono «perfecto» adosándole 
(0) primero, C—2 caras, sin cambiar V—.-1+C (estos poliedros serán 
normales y abiertos) y (b) una última cara que cierre, que aumenta 
en 1 V-A +С (convirtiendo asi el poliedro abíerto en cerrado). 

Osca: ¿Poligono perfecto»? 

Dsera: Por polígono «perfecto» entiendo aquel que se puede cons 
truir а partir de un único vértice, adosándole primero #—1 aristas, 
sin cambiar V— A y, luego, una última arista que cierre, lo que disminu 
ye en 1 V—A. 

Омксл: ¿Coincidirán sus poliedros normales cerrados con nuestros. 
poliedros de Cauchy? 


Dstra: No quiero entrar ahora en eso. 


(d) Aumento del contenido medi 


nie conjeturar deductivo 


Marsrno: Basta ya de perliminares. Veamos su deducción. 

Dsera: Sí, Señor. Tomo dos poliedros cerrados normales (fig. 20(a)) 
y los uno a lo largo de un circuito poligonal, de modo que desapar 
las dos caras que se encuentran (fig. 20(9)). Puesto que, para 


n 
los dos 


Véase más arriba, la p 


Imre Пака 


poliedros, V— 1+ С=#, la desaparición de dos caras en el poliedro 
unido restaurará exactamente la fórmula de Euler, lo que no es ninguna 
sorpresa, según la prueba auchy, ya que el nuevo poliedro se 
puede hinchar para que forme una bola1%9, Asi, la fórmula se mantiene 
bien frente a esta prueba del enc 

ahora una prueba de encolado dobl 


ado de los poliedros. Mas, intentemos 


encolemos» los dos poliedros 
alo largo de dos circuitos poligonales (fig. 20(‹)). Ahora, desaparecería 
4 caras y, para el nuevo poligono, tendremos que 17— 1+ С=0 

Gauna: ¡Se trata del Co le 4 de Alfa, el marco de cuadro! 

Dsera: Si, ahora, a este marco de cuadro (fig. 204) le «doble-encolo» 
otro poliedro normal (fig. 217), И +С será —2 (fig. 2100). 

SicwA: Para un poliedro monoesferoide 1/— 4-- С=2, para uno 
diesferoide V/— А + C 0, para uno triesferoide V— A+ C= 
un poliedro n-esferoide V— A + С =22(я— 1). 


[7] Ф [7] 


Fig. 21 


3 v Note de las Editore: Esta inferencia es falaz, aun cuando la conclusión sea corecta. 
De hecho, el encolado entraña la pérdida de 8 vértices, 12 aristas y 6 caras. Por mmo, 
la caracteristica de Euler s reduce en dos. (La supuesta coincidencia exacta de las dos 
Caras sombreadas de la fig. 2X9) entraña invertir d bisel de uno de los semi-mircos, 
de modo «que se intercambien 1 

operación no altera ni l^ ni A o С 


a más ancha y la más estrecha. Puesto qur esta 
de hecho el argumento sigue valiendo.) 


Deen que 
precedentes, completada con su prueba y sin haber compila 
sola tabla E 


constituye su nueva conjetura de contenido sin 


Усма Reeleiente encantador, No sól licado u 


obstina 
do marco de cust 


ino que además ha producido usted una variedad 
а de nuevos contraeje 
Dsera: Completados con su explicación. 


Ro: Yu he llegado exactamente al mismo resultad 


plos. 


por un camino 
diferente. Dsera comenzó con dos ejemplos eulerianos y los convi 


emplo mediante un experimento controlad: 


Yo part 
de un contraciempla y lo convierto en uh cjemplo. He realizado el 
siguiente experimento mental con un marco de cuadro: «Supon 


que el poliedro esté hecho de cierta substancia fácil de cortar, como 
si fuese barro blando. Pasemos un hilo por el túnel y luego por el 


barro. El marco no se desarmará...»1%5 Por el contrario, se habrá conver. 
tido en un poliedro esferoide, simple y familiar. Bien es cierto que 
aumentamos en 2 el número de caras y en m, el número de aristas 
y vértices, pero, puesto que sabemos que la característica de Euler 
para un poliedro simple es 2, el original tiene que haber tenido la 
característica 0. Ahora bien, si precisamos más co 


de esos, digamos 
п, para reducir el poliedro a uno simple, entonces su característica 
Sigma: Eso es interesante. Ya nos ha mostrado Dseta que podemos 
no precisar una conjetura para comenzar a probar y que podemos ingeniar 
inmediatamente una síntesis, es decir, una prueba-éxperimento mental 
vir de una proposición emparentada con ella que sepamos que 
Ahora, muestra Ro que podemos no precisar una conjetura 
incluso para comenzar a contrastar, sino que podemos proponernos 
(pretendiendo que d resultado ya está ahî) ingeniar un 
un experimento mental contrastador 129, 


nálisis, es decir, 


Caen: Pero, sca cual sea el camino escogido, sigue usted dejando 
sin explicar hordas de poliedros. Según su nuevo teorema, para todos 
los poliedros 1 — JC es un número par, menor que 2. Con todo, 
hemos visto unos pocos poliedros con características de Euler impares 
Tomemos el cubo con cresta (fig. 12) con V—4+C: 

Dsera: Nunca he dicho que mi teorema se aplique a odos los 


Esto lo hizo Rasch 
125 Hoppe 1879], 
08 Un vez más, s trata de algo que forma parte de la heuristica pappiana. Denomira 


[1891| 
pág. 102 


Dee A um conjetura y «ргә тийе», al que no parte de ningura. 
Zwee (Heath, [1995]. vol. 1, pág. 138). El primero se refiere a problemas de prober 
problemas de rejet. (o problemas de hallar). Ci. woen Pòla (1945| 


Pappus) y 197204 («Trabajando hacia мга). 


мА También se puede exte on гага: 
s: se puede construir un poligono rist 
conveniente sistema de poligonos generad n 
por ello d número de caras (figs. 22(2) y pregunto 
si tal vez habrá también sistemas de poligonos «normales», construidos 
de acuerdo con nuestra prueba, en los que podamos borrar incluso 


más de una arista sin reducir mero de caras 


А: Eso es verdad. Mire este sistema pol 


23(4)). Puede usted borrar dos aristas sin reducir el 


Fig 


Sens: ¡Estupendo! Entonces, en general, 


Р, 
V-A4 C= э-(п-1)+ Y 
D 


para un poliedro a-esferoide (o n-tuplamente conexo) con e, aristas 


rradas, sin reducción del número de caras, 


[ET Ol [3 c] [GO BI 


Bera: Esta fórmula explica el cubo con cresta de Alfa (fig. 12), 
un poliedro monosferoide (»= 1) con una cara anular: e, son zero, 


excepto pa 


-A4 C23. 


РА 
% que es d, о Ye =1; consiguientemente, 
K 


Sioma: También explica su «irracional» extravagancia culeriara: el 


cubo con dos caras anulares y un túnel (fig. 16). Se tr: 


4 
disferoide (12) con ^ E e 
E 


Por tanto, su 


V-A+C= 


mundo de los poliedros!! 


—2+2=2. ¡El orden moral se ha 


7 Lhoilier 5 el «orden», sirviéndose aproximadamente 
[1812-13], pág. 189): también lo restauró Hessel con fórmula: 


а de un poliedro 
característica es 


restaurado en el 


Bera 

Siena: ¡Yo lo se 

Gauma: ¿Para qué sirve toda esta precisión? ¡Basta ya de esta 
oleada de pretenciosas trivialidades H 


monstruos y 


Aura: ¿Por qué? ¿Acaso los teiracdros gemelos son 
у › gemelo es un poliedro tan bu 


no policdros genuinos? Un tetrace 
A usted le gustaba la precisión / 
> Tenemos que hacer 


como su cilindro. 


qué ridiculiza entonces nuestra nueva precisió 


cerlo preciso, es 


que el teorema cubra tados los poliedros; al 


e diferentes maneras de encajar policdrus.culerianos. (|M32], págs. 1920). Cf. la 
sota 108 

Históricamee, Lhullier en su [1812-130] se las arregló para generalizar la fórmula 
de Euler mediane comjerurar ingenuo, llegando la siguiente fórmula 
ACOSTA DA (i Apt o). donde € ed nimero de cavidades, Tel 
mimero de túneles y р, el núm ox intemos de la Гама cara. También lo 
probó por lo que respecta а los «p internos», aunque los túneles parecen haberle 
Gerronado. Construyó la fórmula en un intento de dar c tres tipos de uexcepcio. 
тези. pero su lisa de excepciones era incompleta. (Cf. más x nota 30.) Además, esta. 


incompletud no era la única razón de la falsedad de su co ingenua, puesto que no se 
dio cuen de la posibilidad de que las cavidades fuesen múltiplemente conexas; de que pue. 
Se que no sea penible determinar sin ambiguedad el púmero de tûneles en poliédros con un 

mero de polígonos internos», sino el 


sistema de túneles ramificados; y de que no es d 
mümern de caras anulares, el que resulta relevante (ku fórmula fracasa para dos poligonos 
Internos adyacentes con ena arisa comin). Para una critica de la «generslización nductiva 
Че Lader. véase Listing [1961], págs. 99-9. Cf. también la mota 151. 


matemáticos del siglo diecinueve se sintieron confundidos con semejan 


In Unos pi 
como Mobius, utilizaron definiciones excluidoras de monstr 
pág. Mio de monstruos. H Hoppe [187 
evelador. Pe 

Además, huia de complejidades ri 
үз «completa y omnicomprensiva 
hacer dudosa la enumeración (de 


¡Viales de contenido y no saban realmente cómo aborarlos. Algunos, 
л (véase más arriba, 
| es particularmente 


'os, como Hoppe, ajust 
or otro lado, estaba ansioso, como muchos de sus contemporáneos, pé 


штен. completa, que 
a la vez que pretendía que su fórmula 
Genen que «casos especales pueden 

pip. 105) Es decir, si un polledro 
es sus constituyentes estaban mal confadh 


mula generalizada de 


incómodo seguia derrotando su för 

d monstruo habria de ser ajustado corrigiendo la visión; por ejemplo, las ap 
} várices comunes de o melos deberian vene y contarse dor Veces y 
cada gemelo debería reconocerse com edro separado (ibid) Para otros ejemplos, 


f. la поа 158. 


SOMOS 


PA AA A SN O mS 


тетет е 


rumentando su contenido y no disminuvéndolo, ¡En este caso la pred: 


Kar 
Jos! Ad 
Aura: Ten f 


como los vicios aburii 
sien. Hemos 


Las virtudes aburridas son tan m 


usted la precisión 
precisión а 


zo una consideración diferente que hacer. Pa 
q er. Partimos 


De ahi dedujimos 


(2) V =-1 para todos los polígonos perfectos 
De ellos dedujimos | 

(3) V=.1+C=1 para todos los sistemas. poligonales normal 
y abierto: d dee gore 
De ello 


(4) И А4 C —2 para todos los sistemas poligonales normales 
y cerrados, es decir, los policd RES 
Sucesivamente, dedujimos una vez más de ello que 

(5) V — A + C — — 200 — 1) para los poliedros n-esfervides normales. 


S 
n — 1)4- Y e, para los poliedros s-esferoides 
Ел 


(6 V— А+ C- 

normales соп 

0) v= a+ c= а-аа) 4 
Dat © 


normales con caras múltiplemente conexas y con cavidades. 
"S Der DER DRE poe еш de la жыш desta 
Verdadero, ambien lo esal peatas L Ia y E 

Ro [aparte]: ¿«Riqueza» oculta? Los dos últimos puntos lo único 
que muestran es cuán pobres pueden tornarse las generalizaciones 10, 

LawmpA: ¿Cree usted realmente que (1) es el único axioma del 
que se sigue todo lo demás? ¿Aumenta el contenido esa deducción? 

Aura: ¡Por supuesto! ¿No es éste el milagro del experimento mental 
deductivo? Si consigue usted alguna vez un poco de verdad, la deducción 
la expande infaliblemente en un árbol de conocimiento 131, Si una deduc 


múltiples conexas. 


E] 


ara poliedros mesferoides 


19 Ci as pág. 117.118 

ха? Los DE amiguos no dudaban en deducir una conjetura a panir de ana 

consecuencia suya muy trivial (véase к 

Véase, por ejemplo, nuestra prueba timtétics que leva 

да tco al poliedro). Plin pensaba que sun solo axioma podría basar para Reni 

Wo чп инет. Normen cota que un it aei eri fani gor ч 
11939], pág. 168). e ¿rato de оде trachritim de do im Bes 


ica Informal. antiguo, et. decir, de 


al ө de la construcción la consideramos тше шый} 


Jucción, sino «verifi 


la llamarina 
la verdadera demostración precisa 


y estéril» 12. 


ción & aumenta el contenido, yo n 
cación»: Ма verificación difiere d 
mente en que es puramente analitic 
Lawn: Pero, sin duda la deducción no p 
revela que la conclusión es más ri 
» los lemas ocultos. 


puede aumentar el conteni 
que la premisa, 


do. Si la critica 
hemos de reforzar la premisa explicit 
Kara: Además, son esos lemas ocultos 
ción y la falibilidad, destruyendo finalmente el mito de la deduce 
infalible 1, 
Mara: ¿Algun 


los que contienen la sofistica. 


otra pregunta acerca del método de Dseta? 


(© Contraejemplos lógicos frente a tontraeemplos benristicos. 


Aura; Me gusta la Regla 5 de Dee in, del mismo modo que 
4 de Omega !9*. Me gustaba el método de Omega, 


me gustaba la Regla 
nente 


porque buscaba contracjemplos locales, que no globales: pre 
Tos que las tres reglas originales de Lambda 19% ignoraban por ser lógica 

to, carentes de interés heurístico. Sin embargo, 
la invención de nuevos experi- 


mente inocuas y, por tan 
Omega se vio estimulado por ellas para l 
mentos mentales, avances reales en nuestro cono 

Ahora Dseta se ve inspirado por contraejemplos que son tanto 
les; corroboraciones perfectas desde el punto de 
ista lógico, pero no desde el heurístico; aunque sean corroboraciones, 
siguen exigiendo la acción. Dseta propone ampliar, sofisticar nuestro 
original experimento mental para convertir en heurísticas las corrobora- 
ciones lógicas, de modo que los casos lógicamente satisfactorios lo 
Sean tambien no sólo desde el punto de vista lógico, sino además 
desde el heurístico. 

“Tanto Omega como Dseta están a favór de las ideas nuevas, mientras 


globales como lo 


umento de contenido se convirtió en un 
а lógica informal antigua 
одо» ellos despreciaban 
me (alabando al mismo 


Tiid Tan tile a la retrapetciin: sólo más tarde el at 
Simbolo a de la potencia, im de la debilidad de nna inferencia 
DE defendida por Descartes, Kant y Poinca 
Тш formal aristordics, eliminindola por estéril e irr 
бето la infalibilidad de la ferri logica informal) 
ıt Poincaré [1902]. pág, 33 

155 [ә сага de lemas ocultos, que no comenzó sino en a critica mate 
del decena, estaba ntimamente relacionada con el proceso que más tarde sustituir 
Ve phar por эй de e fy del pensamiento por let de lene, Lon desarrollos 
койне с (сана logia fueron precedidos normalmente por d desarollo de 

e or mejores historiadores dela lógica tienden 


| Vente matemática. Desgraciadamente, aut 
cine mención exclusivamente а los cambiar en la nri и, sin percatarse de sus 
la práctica Нака. Cf. también la nou 171 


дек a mediados 


134 Véase la pág. 95. 
139 Véase la phu. 76 
v Véase la pág. 68 


no locales, que son los únicos relevantes desde su excént 


о sí lo es. Pero deseo hacer ctra 


umenta), sin duda parec 
Ce 


dejamos que el conocimiento crezca potente y armon 


le un poliedro cualquiera. ¡Se trata de 


л crecimiento sin dramatis 
ni refutaciones! 

Zera la Kupa): ¿Acaso A 
us problema, no de un vértice 1137 

Aura: Esta campaña parcial, aunque irresistiblemente victoriosa, 


ha perdido el juicio? ¡Se parte de 


nos conducirá a teoremas que no son «evidentes por sí mismos, sino 


1а acci 


me de principios verdaderos y conocidos por 


continua e ininterrumpida de una mente que posce una clara 
visión de cada uno de los pasos del proceso»138, Nunca hubiesen podido 
ser alcanzados por una observación «neutral» y por un repentino fogona 
zo de intuición. 


Zera: Tengo mis dudas sobre esta victoria final. Tal desarrollo 
nunca nos conducirá al cilindro, ya que (1) parte de un vértice y 


el cilindro carece de ellos. Asimismo, podemos no lle 
poliedro unilateral o a poliedros multi-dim 
perfectamente que esta expansión pieza a pieza y continua se deterga 
en un punto, lo que le obligue a buscar un nuevo comienzo revolucicna 
rio. Además, incluso esta «pacífica continuidad» está Пепа de refutaciones 
y de critica. ¿Por qué procedemos de (4) a (5), de (5) a (6), de (6) 
а (7) si no es bajo la continuada presión de contraejemplos tanto glo- 
bales como locales? Lambda aceptaba como contraejemplos genuinos 
sólo aquellos que son globales pero no locales, que descubrian la falsdad 
del teorema. La innovación de Omega, adecuadamente alabada por 


r nunca a un 


asional 


Alfa, consistia en considerar también los contracjemplos locales pero 
no globales como contraejemplos genuinos: revelaban /a pobreza de 
la verdad del teorema. Ahora, Dseta nos pide que reconozcamos como 
genuinos incluso aquellos contraejemplos que son tanto globales como 
locales; también ellos apuntan a /a pobreza de la verdad del teorema. 


137 No cabe duda de que Alfa parece haberse deslizado en la falacia de la heurbtica 


138 Descartes [1628], Regla 111 


plo, los marcos de cuadro constituyen contraejemplos t 
como globales del teorema de Cauchy: son, por supuesto, corro 
horacinnes por lo que respecta exclusivamente a la verdad, aunque son 
E ni que май ontenido. Podemos. denominar lgi 
los primer raejempl »bales pero no locales) y benrísticos 
a los demás. cu < refutaciónes reconozcamos (lógica: 


o heuristicas) más rápidan 


racjemple 
iracjemplos а los heurísticos 
que el desarrollo del conocimiento matemático es continuo y en é 
no desempeña ninguna función la crítica 

ura: Usted expande artificialmente los conceptos de refutaci 


le crítica sólo para justificar su teoría critica del desarrollo del conoci. 
miento. ¿Se trata de trucos lingüísticos como herramientas del filósofo 
Pr: Pienso que una discusión de la formación de conceptos podría 
ayudamos a dilucidar la cuestión. 
Gamma: Somos todos oidos. 


8. Formación de Conceptos 


(a) Refutación mediante extensión de conceptos. Nueva estimación de la exclusión 
de monstruos y de los conceptos de error y refutación. 


Pi: Me gustaría retracrme primero al período pre-Dseta o incluso 
al pre-Omega, a los tres métodos principales de formación de teoremas 
exclusión de monstruos, exclusión de excepciones y el método de pruebas 
y refutaciones. Cada uno de ellos partía de la misma conjetura ingenua 
Aunque terminaba con dorewas diferentes y distintos #érminos teóricos 
Ya antes ha trazado Alfa algunos aspectos de estas diferencias 139, pero 
su explicación es insatisfactoria, espe en el caso de la exclusión 
de monstruos y del método de pruebas y refutaciones. Alfa pensaba 
excluidor de monstruos «oculta tras la identidad de 
а una mejora esencial» de la conjetura ingenua: 
gradualmente la clase de los poliedros «inge 


alme; 


que d teorema 
la expresión lingüi 
pensaba que Delta contra 


nuos» para formar una clase purgada de monstruos no-eulerianos, 
Gamma: ¿Qué es lo que pasa con сма explicación? 
Pi: Que no eran los excluidores de monstruos quienes contrañan los 
Оита: ¡Ahí queda eso! 


199 Verse las págs. 58-50 


ee eege eeeggeeeeeegeeegeeeëg ege e eege e 


| 


“ч пме Падан 
Pi: Volvamos a la época de los primeros exploradores de nuestro 
tema, Estaban fascinados por la bella simetria de los poliedros regulare 
pensaban que los cinco cuerpos regulares contenían el secreto del Cos 
mos. En la época en que se planteó la conjetura de Descartes-Euler, 
el concepto de poliedro incluía todo tipo de poliedros convexos ¢ 
incluso algunos cóncavos. Pero sin duda no incl 


los poliedros que 
по eran simples о poliedros con caras anulares. Para los poliedros 
que tenían en mente, la conjetura ero verdadera tal como estaba y 
la prueba no tenía ni un fallo 14, 

Entonces llegaron los refutacionistas. Con su celo crítico, ampliaren 
el concepto de poliedro de modo que abarcase objetos que eran ajenos 
a la interpretación pretendida. La conjetura era verdadera en su interpreti 
ción pretendida, mientras que era falsa tan sólo en una interpretación 
no buscada, introducida de contrabando por los refutacionistas. Su «refuta- 
ción» no revelaba ningún error en la conjetura original, ninguna egairocr- 
ción en la prueba original: revelaba la falsedad de una mwera conjetura 
que nadie había pensado ni planteado anteriormente. 

¡Pobre Delta! Defendió valientemente la interpretación original de 
poliedro. Se enfrentó a cada contr; 
salvaguardar el concepto original. 

GAMMA: ¿Pero no era Delta quien cambiaba de posición cada ve 
Siempre que presentábamos un nuevo contraejemplo cambiaba su defini- 
ción por otra más larga que mostrase otra de sus cláusulas «ocultas». 

Pr: ¡Vaya estimación monstruosa de la exclusión de monstruos! Tan 


ejemplo con una nueva clásula para 


тө La Fig. 6 de Euler [Ito] es d primer poliedro cóncavo que haya aparecito 
nunca en un tomo geomáico. Legendre abla de plicdros conexos y cóncavos en 
в T1909]. Pero, ames de Linie, nadie mencionó policdros cóncavos que no бшнп 

Con codo, habria que añadir una cualificación interesante. La primers clase de poliedios 
que se haya investigado nenca contaba en par de los cinco polcdros regulares ordinatos 
dde polos eui-regulares, como primas y pieáeidos (et Euclides). A partir de 
Renacimiento, dicha case se extendió Ne Una es la que se india en 
exo y que incluye todos los polledros convesos y algunos simples igerumenre inderta 
dos. La ota е la de Kepler, quien aumentó la clase de los polledros regulares (on 
Su invención de los poliedcos садот regulares, Mas, la invención de Kepler se olvdo 
fasa que la haló de nuevo Poinsot (d. mis arra, pags 334) No cabe dida 
de quc Euler ni siquic sonó con los poliedros curado. Cauchy tenis noticia de 
los pero e mee ala eniratument dividida ea compartieniesos, evando eel омий 
жа biens idea sobre poliedros exrellados, la publicó, pero ignoró Ios policdros etrllalos 
la hora de presentar conmasiemplos de tus teoremas generales acerca de poliedion 
I anl oven Poinsor (10р, tí bien más adelante Cambió de Мез (ef. mis arts, 
la non 39) 

AS pues, la afirmación de Pi, aunque heuristicamente correcta (es decir, es verdadera 
en una historia racional de las maremáticas), rela hisóricamenne falsa. (No deberias 
fe ciones) 


sólo parecía estar cambiando de posición. Se equivocaban ustedes al 
icusarle de utilizar subrepucios epiciclos terminológicos en la obstinada 
defensa de una idea. Su infortunio fue aquella portentosa Definición 


1: «Un poliedro es un sólido cuya superficie consta de caras poligonaleso 
día que cubriese solamente sus poliedros ingenuos; el hecho de que 
abarcase mucho más era algo totalmente imprevisto e inintencionado 
por parte de quien la proponía. El público matemático estaba deseoso 
de apechugar con el contenido monstruoso que emergia lentamente 
de esta definición plausible y aparentemente inocente. Por eso Delta 
tenía que balbucir una y otra vez, «Yo quería decir.» y tenía que 
seguir explicando interminablemente sus cláusulas «táci 


s»; todo 
porque el concepto ingenuo nunca había sido precisado, habiendo sido 
sustituido por una impretendida definición, simple aunque monstruosa. 
Pero, imaginemos una situación distinta en la que la definición hubiese 
fijado adecuadamente la pretendida definición de «poliedro». En ese 
caso, hubiese sido tarea de los refutacionistas ingeniar definiciones incluido- 
ras de monstruos aún más largas para, pongamos por caso, «poliedros 
complejos»: «Un poliedro complejo es un agregado de poliedros (reales) 
tal que dos de estos se sueldan por caras congruentes». «Las caras 
de los poliedros complejos pueden ser polígonos complejos que sean 
agregados de polígonos (reales), de modo que dos de ellos se suelden 
por aristas congruentes.» Este poliedro complejo correspondería entonces 
al concepto de poliedro generado por la refutación, debido a Alfa y 
Gamma: la primera definición permite también poliedros que no sean 
simples y la segunda, caras que no sean simplemente conexas. Así, 
ingeniar nuevas definiciones no es necesariamente tarea de los excluidores 


de monstruos o preservadores de conceptos; también puede ser la 
de los incl 


idores de monstruos o ampliadores de conceptos 141, 
SIGNA: ¡Así pues, los conceptos y definiciones (quiero decir, los 
pretendidos conceptos y definiciones) pueden jugarse buenas pasadas 
unos а otros! Nunca soñé que la formación de conceptos pudiese 
ira la zaga de una definición impretendidamente amplia. 

Pi: Podría. Los excluidores de monstruos se limitan a mantenerse 
ficles al concepto original, mientras que los ampliadores de conceptos 
lo ensanchan. Lo más curioso de todo es que la ampliación de conceptos 
procede subrepticiamente: nadie se da cuenta de «Па y, puesto que 
el «sistema coordinado» de cada cual se expande con el concepto que 
se amplía son presa de la ilusión heurística de que la exclusión de 


14 Un ejemplo interesante de definición incluidora de monstruos viene dado por 
la definición de Poinsot de commxidad, que incluye loe poliedros extrellado en la clase 
respetable de los cuerpos convexo regulares [1810] 


Derva: ¿Quién era entonces el deshonesto intelectualmente? ¿Quién 
hacía cambios subrepticios en su posición 
Gamua: Admito que estábamos equivocados al acusar а Delta d. 


hacer contracciones subrepticias en su concepto de poliedro: s 
fiwiciones denotaban todas ellas el mismo buen y viejo concep 
de poliedro que había heredado de sus mayores. Defîne el mismisimo 
concepto pobre en marcos de referencia teóricos, o lenguajes, progresivamen 
mûr ricos: la exclusión de т jo forma conceptos, sino que sólo traslala 


iones. El teorema exclu 


lor de monstruos по constituye una те 


de la conjetura ingenua 
Derva: ¿Quiere usted decir que mis definiciones eran todas ellas 
lógicamente equivalentes? 


Gama: Eso depende de su teoria lógica; según la mía no lo 
son, con toda certeza 

Овала: No es una respuesta muy útil, como tendrá usted que 
admitir. Pero digame, ¿refutó usted la conjetura ingenua? i 
usted sólo porque p: 


Vittió subrepticiamente su interpretación original! 
Gamma: Bien, la refutamos en una interpretación más imaginativa 
€ interesante de lo que usted hubiera soñado nunca. Eso es lo que 
establece la diferencia entre las refutaciones que sólo revelan un error tonto 
y las refutaciones que constituyen episodios relevantes en el desarrolla del conocimien- 
to. Si hubiese usted hallado que «para todos los poliedros 
V — A+ C=l», debido а que usted hiciese mal las cuentas y yo le 
hubiese corregido, entonces yo no Ilam 

Bera: Gamma tiene г; 
dudar 


ía a eso una «refutación, 
azón; tras las revelaciones de Pi, deberíamos 
а hora de denominar contraejerrplos locales a nuestros «contraejen- 
plos», puesto que, después de todo, no son inconsistentes con la conjetura 
en su pretendida interpretación, Con todo, no cabe duda de que son 
contraejemplos hcurísticos, puesto que hacen brotar el desarrollo del conoci- 
miento. Si hubiésemos de aceptar la estrecha lógica de Delta, el conoci- 
miento no se desarrollaría. Supongamos por un momento que alguien, 
con el marco conc. 


tual estrecho, descubre la prueba de Cauchy de 
la conjetura de Euler. Halla que todos los pasos de su experimento 
mental se pueden realizar fácilmente en cualquier poliedro. Considera 


como obvio, como indudable, el «hecho» de que todos los poliedros 
son simples y de que todas las caras son simplemente conexas, Nunca 
sele ocurre convertir sus lemas «obvios» en condiciones de una conjetura 


mejorada, construyendo así un teorema, puesto que le falta el estímulo 
delos contraejemplos que muestren la falsedad de algunos lemas «trivial 


laderos». Así pues, piensa que la «prueba» establece sin sombra 


de duda la verdad de la conjetura ingenua, que su verdad está fuera 


generados por la prueba frente a conceptos ingens. Clasificación 


Pi: Permitaseme volver sobre el teorema generado por la prueba 


odos los poliedras simples con caras simplemente conexas son eu 


nos». Se trata de una formulación confundente. Debería decir: «Todos 


los objetos simples con caras simplemente conexas son culerianos.» 
Gama: ¿Por qué? 


Pr: La primera formulación sugi 


que la clase de los poliedros 
simples que aparece en el teorema es una subclase de la clase de los 


«poliedros» de la conjetura ing 


ГЕШ de hecho d caco de Cauchy, Es muy posible que si Cauchy hubiese deseo 
SE Rubles buscado y lado algunas excepcion. Pero probablemente, no llegó 
came dl problema de las excepciones, una vez que hubo decidido limpar 
бед de que ш «сми» no estaba confiado al análisis) 

dores como Stemi en su [191431], afirman usualmente que, al notar 

cire (I Rig. #1), y que en su [18134] enuncia de muevo el teorema de Euler 
E аи ij mas sobre ángulos sólidos y peliedrar mee, 
TED del teorema de Euler para arqur poliedro (Teorema XI, pág. 94), mientras 
it maneia ente tes teoremas (Teorema XII y sus dos corolanos) explicitamente 
кө е aoe I reen орі descuidada de Cauchy? La ез de poliedro de Cauchy 
CO V шн». nens que se pueden obtener hundiendo Бретт € lido 
ek A, ит cuanto caaliqadeas dl drsarrelle copia) 
GA dd ca чазы! que пасе Cauchy de aconveson: se trate de un (alo 

ашин que los polcdros cóncavos podrian suministra contacjemplos 

Ую ап сед consciente por alimi dichos contraciemplos. En d mismisimo Gert 
eq recae inmediatas. del lema de qué 
1T E para los emramados ушту poligonales y айтты que «pan la validez 
f ae tene ма» imporancis que los poligonos estén em 

pa so del nimero de poligonos 


Vio el encabezamiento general: «Teo 


a ha hon de 


el teorema de Euler es una 


del woema V- A+ 
mismo o en diferentes planos, ya que el teorema se 
3 del numero de sus constituyentes» (pág, 81). Este a 
Vino del estrecho marco conceptual de Cauchy, aunque incorrecto en otro más amplio 

pli f i primers mitad del diccinueve (por ejemplo, Olivier [18261 


ANHA m m mm m m m m 


Sigma: ¡Por supuesto que la clase de los poliedros simples es una 
subclase de los poliedros! El concepto de «poliedro simple» contrae 
la clase amplia original de poliedros, al restringirla a aquellos sobre 
los que se puede realizar el primer lema de nuestra prueba, El concepto 
de «poliedro simple con caras simplemente cone: 
contracción de la clase oripinal 

Pi: jNo! La clase origi 


al de poliedros contenía tan sólo poliedros 
que eran simples y cuyas caras eran simplemente conexas. Omega estaba 


equivocado cuando decía que la incorporación de lemas reduce el cont 
nido Ma. 


OmEGA: Pero, ¿acaso ca 
contraejemplo? 


da incorporación de lemas no elimina un 


Pi: Por supuesto que sí; pero se trata de un contraejemplo producido 
por un ensanchamiento de conceptos 

Omega: ¿Entonces, la incorporación de lemas conserra el contenido, 
al igual que la exclusión de monstruos? 

Pi: No. La incorporación de lemas aumenta el contenido, cosa que 
no ocurre con la exclusión de monstruos. 

Oneca: ¿Cómo? ¿Pretende usted realmente convencerme no sólo 
de que la incorporación de lemas no redace cl contenido, sino además 
de que lo ammenta? ¿En lugar de contraer los conceptos los ensancha? 

Pi: Exactamente, Escuche, ¿acaso un globo con un mapa político 
dibujado sobre él constituye un elemento de la clase original de los 
Poliedros? 


Pág. 20 о Grunert (1827). pág. 367. o bien R. Balzer [1840-62]. vol. 2. pág. 207) 
Fue ersicado por J. C. Becker (18094) pág. 68). 

A menudo, tan prosto como la extensión de санараг refuta uma. pripetiin, la proposición 
refatado parece wn error tan elemental que umo no se imagina cómo pueden haberlo cometido esos 
rondes matemáticos, Esta importante caracteristica de la refutación por extensión de conceptos 
explica por qué historiadores respetables se cream un laberinto de problemas, debido 
a que no entienden que los conceptos se deserrullon, Tras salvar a Cauchy pretendiendo 
que «no podrían cscopáracles poliedros que no зо 


а 
КЕ Даша поарно Sare chao reta 
оросо К Masa [ert de Cac eri аласа unte 
olei сарууну Ше, Сабы seven oa TE seges inier 
de eic: бина avi del foule de ler cu en simula del оета 
рибе Puteo que en epos de Cito este concept то Iba o a сара 
сис. da si ni Mops cost ca suponer deeg (M. 30) Mi 
5 aclara un error que Cauchy nunca cometió. dé 
See ees de vera nde. Alimán que antes dé qui se deeg 
al pérto e quee festus d marco conter corra (or deti el que dios cosas 
акыр ру e oo орго 
ve alguna er 1o E S90), a punto de i 
teoria de lor polidros eui en le prueba de Jordin [Vidi]: sepin Bal (945 pá 
460), está en la de Poincaré [1895]. Pa Ке 
Ae Vise каерди, pi 15 


Orca: Ciertamente, no. 
rueba de Cauchy, En cf 
de Cauchy sin la me 
1 países o mares anulares 14, 
Garma: Eso es cierto. El hecho de inflar un pol 


usted llevar a cabo con él la prue 


cto, puede 


e dificultad 


con la única condición de que no haya e 


«dro hasta hacerlo 


torsionando las aristas y caras, no perturbará en lo más 
mínimo la realización de la prueba, siempre y cuando la distorsión 
no altere el número de vértices, aristas y caras 

E 


a veo lo que se quiere decir. El «poliedro simple» generado 
por la prueba nu es sólo una contracción, una especificación, sino 
también una generalización, una expansión del «poliedro» ingenuo 148, La 
idea de generalizar el concepto de poliedro, de modo que inclu 
dre 


a «polie: 
curvilinear, con caras cursos, dificilmente se le hubiese 
sien antes de la prucba de Cauchy; aun cuando hubiese 
ocurrido asi, hubiese sido relegado como algo excéntrico. Más, ahora, 
constituye una generalización natural, puesto que las operaciones de 
nuestra prueba pueden interpretarse para ellos con la misma facilidad 
que para los poliedros ingenuos ordinarios con aristas rectas y caras 
planas M6, 


arrugado: 
do à al 


Pi: Muy bien. Pero tiene usted que dar un paso adicional. Los 
conceptos generados por la prueba no son ni «especificaciones» ni «generaliza- 
ciones» de conceptos ingenuos. El impacto de las pruebas y refut 


jones 


38 Qf. non 44 

За En su |18744, Darboux se aproximó mucho a esta idea. Más tarde, Poincaré 
la formuló claramente: «. - hs matemáticas son el arte de dar el mismo nombre а cosas 
cintas... Cuando el lenguaje está bien elegido, nos asombra saber que todas las pruebas 
hechas pars determinado objeto se aplican inmedatamente a muchos objetos nuevos; 
nada hay que cambi, ni siquiera las palabras, puesto, que los nombres se han hecho 
los mismos 1908], pág. 375). Fréchet lo llama «un principio de generalización extremada. 
тете utils y lo formula como sigue: «Cuando el conjunto de propiedades de una entidad. 
matemitica utilizado en la prucha de una proposición acerca de dicha entidad no determina 
sta entidad, se puede extender la proposición рма que se aplique a una entidad más 
generals (11928), pág. 18). Señala que tales gene 
exigir inmensos esfuerzos» (bid). 


¡caciones mo son triviales y «pueden 


TA Cauchy no se dió cuenta de esto. Su prueba difiere de la dada por d Maestro 
ET отео сө а [18134] y [18134], Cauchy ro imaginaba que el poliedro 
безе de caucho, La movedid de ема ides de proba ers imaginar d poliedro como 
tuc ариуну mo como um sido, como hacian Euclides, Euler y Legendre. Pero lo 
мын таа como una superfice salida. Cuando liminaba una cara y proyectaba el entramado 
тойо ера tenante como un entramado plano, по concebla esta proyección como 
T redo cope de doblar hs caras o arius, El primer matemático que se dió cuenta 
бе que реш de Cauchy se podria realzar en polidros con aras casadas fue Crelle 
Жел Pies. 651.2), aunque guía cuidadosamente apegado a las ari 
о, CU reconoció a Primera süte» que «la teoria no quedaria substancialmente 
rada permitiendo que la aristas fuesen lineas curvas» (|1861), pág, 425). La misma 
encon ln ciclón indepensientemene Listing en Alemania Gel, pág. 99) y 
rdan en Francia (Métal, рак. 39) 


ә velar. Con 


polied ués de haber s refutacioni 
y aristas recta ideas de la prueba se trayaron este concepto ingenuo, 
digeriéndolo c tamente, En los distintos teoremas generados par 
la prueba, no nos queda nada del concepto in ue ha desaparecido 
sin dejar rastro, En su lugar, cada prueba suministra sus característicos 

eptos generados por la prueba, que se refieren a la ampliabilidad, 

abilidad, For bilidad, proyectabilidad y similares. Desaparecen 
los viejos problemas y aparecen otros nuevos. De по 
debería sorprendernos que no se resuelvan los prob 
propuesto resolver 

Siama: Así pues, la «teoría de los sólidos» el ámbito «ingenuo» 
original de la conjetura de Euler, se disuelve y la conjetura remodelada 
reaparece en geometría proyectiva cuando la prueba Gergonne, ев 
topología analítica cuando la prueba Cauchy, en topología algebraica 
cuando la prueba Poincaré 

Pr: Exactamente. Ahora comprenderá usted por que no formulé 
los teoremas como Alfa о como Beta, diciendo: «Todos los poliedros 
de Gergonne son culerianos», «Todos los poliedros de Cauchy son 
culerianos», etc., sino más bien, diciendo: «Todos los objetos de Gergon- 
ne son culerianos», «Todos los objetos de Cauchy son eulerianos», 
etcHB, Asi pues, encuentro que carece de interés no sólo disputar acerca de 
la exactitud de los conceptos ingenuos, sino también sobre la verdad o falsedad 
de las conjeturas ingenuas. 


Bera: ¿Pero, acaso no es cierto que podemos mantener el términc 


«poliedro» en el caso de nuestro término favorito generado por li 
prucba, esto es, «objetos de Cauchy»? 

liga la formación de conceptos o las prueba 
y refitaciones; Pólya la liga a las seenen: «Cuando los fisicos comentaron a habla 
de la los médicos del "contagio", esos términos eran vagos, oscuros t 
escurridizos, Los términos que los científicos usan hoy da, tales como carpa electrica, 
te más claros y definidos. Sin embargo, qué cantidad tan tremenda de obrervacionea 
amer experimentos ingeniosos, así como también algunos grandes descubrimientos 
se interponen entre ambas terminologías. La inducción ha cambiado la terminologia Y 
ha darificado los conceptos. También podemos ejemplificar este aspeto del procesa. 
la clarificación inductiva de los conceptos, mediante convenientes ejemplos mate 
[1945], vol. 1. pág. 55.) Pero, aun esta equivocada te ind 
de concepto resalta preferible al intento de convertir en aatis la 


серія 
rei de conceptos en algo preliminar а cualquier 


18 Véase más arriba, pág. 00 [86] 


ar, recuerde que х г 
¡para un concepto mejorado y mis general! 
No! Para un concepto nuevo, totalmente distinte. 
a: ¡Pienso que sus puntos de vista resultan paradójicos 
Pi: Si por paradójico entiende usted «una Opinión aún no aceptada 
generalmente» 149 y tal vez inconsistente con algunas de sus ideas inge 
nuas pertinaces, pierda usted cuidado: lo único que d q 
hacer es sustituir sus ideas ingenuas por las paradójicas. Puede que 
nodo de «solucionar» las paradojas. ¿Pero, a qué idea particular 
refiere usted? j 
Sic a: Recuerda usted que hallamos que algunos poliedros estrellados 
suficientemente profunda como pata explicar la eulerianidad tanto de 


los policdros ordinarios como de los estrellados 


1LON: Yo la tengo A 
мл: Ya lo se. Pero, en función del argumento que quiero presen. 


tar, imaginemos que no existe semejante prueba y que alguien ofrece, 
AN rica de Cauchy para los plenas SE euleria. 
nos, otra prueba correspondiente, aunque completamente distinta, рага 
КУРАНЫН enrolada euleiangs. En esa caco, РЬ ¿proporidela usted 
dividir en dos lo que antes se clasificaba como uno, debido a la 
existencia de esas dos pruebas diferentes? ¿Acaso aceptaría usted tener 
dos cosas completamente distintas unidas bajo un mismo nombre, sólo 
porque alguien encuentra una explicación común para algunas de sus 
propiedades? 

1: Por supuesto que зі. Соп toda certeza, yo no llamaría pez 
ac ыйсы ш ай ruidosa a une radio (cbmo Маска [os aborigen 
y no me molesta que un físico se refiera al cristal como un líquido. 
Ciertamente, el progreso sustituye la clasificación ingenua por la clasificación 

ш, es decir, por una clasificación generada E ов EE 
por la prueba o, si lo prefiere, por la explicación). Tanto las conjeturas 
Pomo los conceptos han de pasar ambos por el purgatorio de pruebas 
y refutaciones. Las conjeturas ingenuas y los conceptos ingenuos зе ven superados 
por conjeturas (teoremas) mejoradas y por conceptos (generados por la prueba 
“о conceptos teóricos) que se desarrollan a partir del método de pruebas y refutacio. 
mes. Del mismo modo que las ideas y conceptos teóricos superan las 
ideas y conceptos ingenuos, el lenguaje teórico supera el lenguaje inge- 
m 


ir iier 168), Arimadversions upon the Bishop's Reply Ме xai 


V Va mi ari: cio graduales desde la chsifiacón más DA 


б®тътттеттеттеттүҥтүтүт ттт т т т т к єт к ү 


Al final sremos a la e 


icación real, verdadera y 
rfecto, tras haber partido de una cla: 


мас 


ficación ingenua. 


Permitaseme retomar algunos de los temas que han surgido 


Ae ex اناع‎ ема ta ci 
rich: simp 


x proviene de Lhuilicr se erara de una clasificación 


QUIS. муе UI) deal en К Ee 
de su interior. Con toda, la idea de prucon de Cauchy. de la que Lhaller no tenis 
Ve descansaba em la descomposicion de la et polédnes. Cuando h teoria de 
las Superficie poliédricss terminó. рог sustituir a la teoride lor ок polidricon, 
te de ii, Бе сч ed tuc e Di. ud 
Selen de ecavidid» desapareció de la corriente principal del desarrollo. > 
D Таш. Ya Lining setate el Se maciacionio de eur concepto (vés 
se la nos IZI) la ааб no procelió de aingura. сорабо del сокыр 
vagos de tûnel, como se sentiria inclinado. » esperar un carmapieno, ro del imema 
de probar o refutar Ia conjetura ingenua de Lhuilicr века de la caracteristica de Euler 
de los poliedro con tüncles. En el transcurso de este proceso, el concepro de poliedro 
con жайа desapareció, tomando su logar e generado por la prueba de итше сопе 


xión» (lo que hemos denominado «carácter w-esferoide»). Vemos que en algunos artículos 


ndo sus 


de ministras 


ene e өйы ingenui, ca lopar de villae cl aveva, ндо por i prin 
Hoppe define el número de stúncless mediante cl nimero de cortes que dejan al poliedro 
conexo (1870), pág 102). Para Ernst Steinitz, el concepto de tunel estátan impregnado 
de teoria que le resalta imposible hallar una diferencia esencial» entre la clasificación 
ingenua de Lhuilier, según el número de tüncles, y à chsiiación generada por la prueba. 
segun el сиза кийир етее cons; por consent, consider Ia eriten que Ling 
EE k gie, (11914-31), 
(0 «Рорти диета. Este contepto ingenuo se vió prone 
to sustituido, primero, por 
сакав anulares y, luego, por caras mültipiemente conexas ( también la пов 127) 
Plas mataia y qo copitas, e que rd elos sua de que ааыр вова and pl 
ación de «polígono internos.) Sin embargo, cuando la teori de las superficies poliédricas 
fue superada, por un lado, por la teoria topológica de las superficies y, por el otro, por la 
teoria de grilon, perdió todo interés el problema de cómo hs caras múliplemene conexas 
influyen sobre la Grscteristica de Euler de un poliedro, 
Ai, de los tres conceptos de la primera clasificación ingenua, sólo «quedó» uno, 
y ése, inclut en una forma dificilmente reconocible; la fórmula de Euler generalizada 
¿quedó por el momento reducida a U1 + C = 2 — 2n. (Pars ulteriores desarrollos, véase 
la nota 146.) 3 
132 Por lo que tespecta a la clasificación ingenua, | 
cación ingenua, los nominalistas están cerca de 
la verdad cundo pretenden que lo Unico que los policdros tienen en comun eù el nom 


de los contraejemplos heuristicos frente а le 
en la discusión entre Alfa y Zeta 
Mi exposición ha mostrado, creo, que incluso 


s llamados contrae 


jemplos «lógicos» eran heuristicos. T 
nal, no hay inconsistencia entre (0) todos los poliedros son eulerianos 
y (È) el marco de cuadro no es culeriano. 

Si nos mantenemos Deler a las reglas semánticas táciras de nuestro 


pretendida interpretación origi- 


lenguaje original, nuestros contraejemplos no son tales, Se convierten 
en contracjemplos lógicos tan sólo cuando cambiamos las reglas del 
lenguaje mediante la ampliación de conceptos. 

Gamma: ¿Quiere ust 

son heurísticas? 

Pr: Exactamente. No puede usted separar refutaciones y pruebas por 
una parte y cambios en el marco lingüístico, tasonómico y conceptual 
por otra. Normalmente, cuando se presenta un «contraejemplo», tiene 
usted una posibilidad de elección: o decide usted no preocuparse de 
él, puesto que no constituye un contracjemplo en absoluto en su lenguaje 


«d decir que todas las refutaciones interesantes 


dado Ly, o acepta usted cambiar su lenguaje mediante la ampliación 
de conceptos y acepta el contraejemplo en su nuevo lenguaje La 

Dsera: ...¡y lo explica usted en La! 

Pr: Según la racionalidad estática tradicional, usted deberia elegir 
la primera alternativa. La ciencia nos enseña a elegir la segunda, 

Gama: Es decir, tenemos dos enunciados que resultan consistentes 
en Lj, pero pasamos a Ly, donde son inconsistentes. O, podemos 
tener dos enunciados que son inconsistentes en Ly y pasamos а La, 
donde son consistentes. A medida que crece el conocimiento, los 
lenguajes cambian. «Todo periodo de creación es a la vez un período 
en d que cambia el lenguaje»153. El desarrollo del conocimiento no 
se puede modelar en ningún lenguaje dado. 


bre, Mas, a medida que pasan unos cuantos siglos de pruebas y refutaciones y se desarrolla 
a teoria de los polizüros, con la Clasificación teórica sustituyendo а la ingenua, la balanza. 
e inclina en favor del realista, Habría que reconsiderar el problema de los universales 
ме el hecho de que el lenguaje cambia a medida que se desarrolla el conocimiento, 

fis Felix [1957], pág, 10. Segun los positivistas lógicos, la tarea eben de la filosofia 
es construir lenguajes «formalizados» en los que se expresan estadios artificialmente cristal 
ад de la ciencia (véase muestra cita de Carnap, más arriba, en la pág. 17) Mas 
ales investigacioner dificilmente xe ponen en marcha antes de que el rápido desarrollo 
ийсе descarte el viejo «sistema linguísticos. La ciencia nos enseña a no respetar ningún 
marco lingüístico dado, no sea que se convierta en una prisión conceptual, Los analistas 
За! lenguaje tienen un firme interés en mostrar al menos este proceso, a fin de justificar 
Su terapèutica lingüistica; es decir, cn mostrar que poseen una importantísima interacción 
Con la ciencia y que no degeneran en eoscuridades triviales bastante зесаз» (Einstein 
Diet. Popper ha hecho criticas semejantes del positivismo lógico: vésse por ejemplo 
їч [1959], pág. 128, nora *3. 


Gama: Prometió usted volver sobre la 
о no que el 


uestión de si es cierno 
onjcturar deductivo nos ofrece un patrón continuo de 


desarrollo del conocimiento. 

Pr: Permítame bosquejar primero algunas de las diversas formas 
históricas que puede tomar este patrón hexríciico 
El primer patrón fundamental se produce cuando la extensión de concep 
tos ingenua supera con m 


cho a la teoría y produce un vasto caos 
conceptos ingenuos se aflojan sin que los 
algunos. En este caso, el conjeturar deduc- 


de contraejemplos: nuestr 
ustituyan conceptos teórico 
tivo puede ocuparse por 


partes de la acumulación de contraciempl 
Si usted quiere, Н асаа de contraejemplos 


se trata de un patrón continuo «generalizador»; pero 
по olvide que comienza con refutaciones, que su continuidad consinte 
en una explicación pieza a pieza mediante una teoría en desarrollo 
de las refutaciones heurísticas de su primera versión 


Gana: ¡O bien, el desarrollo «continuo» sólo indica que las refut- 
ciones están varios kilómetros por delante! 

Pr: Eso es cierto. Pero, puede ocurrir que cada refutación aisla 
© cada expansión de conceptos inge: 
por una expansión de la teoría (y de los conceptos teóricos) que explique 
el contraejemplo. La «continuidad», entonces, da lugar dua ciae 
sucesión de refutaciones ampliadoras de conceptos y teorías cada vez 


más poderosas, de expansión ingesua de conceptos y ampliación de conceptos 
teórica y explicativa. poetis SC 


nuos sea inmediatamente seguida 


Sica: ¡Dos variaciones históricas accidentales del mismo tema h 
rístico! smo tema heu 


Pr: Bien, realmente no hay mucha diferencia e 
el poder de la teoría reside en su capacidad pa 
en el transcurso de su desarrollo. 
de conjeturar deductivo. 

SIGMA: ¿Otra variación accidental más? 

Pr: Sí, si usted quiere. Con todo, en es 


ntre ellas. En ambas, 
ara explicar sus refulacions 
Pero hay un segundo patrón fundamental 


desarrollo no sólo explica, sino que también redire зил NEE 

Sicwa: ¿Qué? э? 
s En este caso, el desarrollo supera (y, ciertamente, elimina) la 
extensión ingenua de conceptos. Por ejemplo, se comienza, digamos, 
соп el teorema de Cauchy sin un solo contraejemplo en el hı 


Entonces, orizonte. 


se pone a prueba el teorema transformando el poliedro de 


las maneras posibles: cortándolo en dos, cortando esquinas pi 


flándolo... Algunas de estas 


154 (al Megar a 


atrastadoras conducirán a ideas probador 


se sabe que es verdadero y volviendo entonces hacia atrás 


siguiendo el patrón de análisis y sintesis de Pappo), mientras que algunas 


otras como «la prueba del encolado doble» de Dacta, по nos retrotraerá 


a algo ya conocido, conducirá a una novedad real, a 
alguna refutación hi 


mediante la extensión de un co 


marco teórico). Este tipo de refutación es auto-explicativa 
lora: ¡Qué dialéctico! Las contrastaciones se tornan en pruebas 


rediante el mismo método de su construc 


los contraejemplos se hacen 
ción 
Pi: ¿Por qué dialéctico? La contrastación de una proposición se 


convierte en la prueba de otra proposición más profunda y los contrae 
jemplos de la primera en ejemplos de la segunda, ¿Por qué llamar 
tero, permitame volver de nuevo a lo que 


ntal de conjetu 


dialéctica a la confusión? 
quería decir. No pienso que mi segundo patrón fund 
таг deductivo se pueda considerar, como haría Alfa, un 


rrollo 
continuo del conocimiento. 

Aura: Por supuesto que se puede, Compare nuestro método con 
la idea, debida a Omega, de sustituir una idea de prueba por otra 
radicalmente distinta, más profunda. Ambos métodos aumentan el conte- 
nido, pero mientras que con el método de Omega se sustituyen operaciones 
de la prueba que resultan aplicables en un estrecho dominio por otras 
operaciones aplicables en uno más amplio o, más radicalmente, sustituye 
toda la prueba por otra que sca aplicable en un dominio más amplio, 
el conjeturar deductivo extiende la prueba dada añadiéndole operaciones 
que amplían su aplicabilidad. ¿No es esto continuidad? 

SrcwA: ¡Eso está muy bien! Del teorema deducimos una cadena 
de teoremas cada vez más amplios; del caso especial, casos aún más 
generales. ¡Generalización por deducción 1155 

Pi: Mas llena de contraejemplos, tan pronto como reconozca usted 
que cualquier aumento de contenido, cualquier prueba más profunda, 
sigue o genera refutaciones heurísticas de los teoremas anteriores más 
pobres. 


191 Pólya discrimina entre las contrastaciones «simples» y las «severas. Las contrastacio: 


nes «severas» pueden suministrar «la primera intuición de ura prueban ([1954], vol A 


págs. 34-40) 

iso En logica forma nada hay de malo en uel hecho tn corriente en matemitian 
aunque tan sorprendente para el principiante o para el filósofo que se tiene por avanzado, 
de que el caso general pued: gicamente equivalente d especial» (Pólya [1954], 


vol. 1, pág, 


denee Lakan: 
Arras Zeta expandía «contraejemplos de modo que abarcase los 
contraejemplos heurísticos. Ahora lo expande usted para que cubm 


»ntraciemplos heurisicos que nunca habían existido de hecho 


n de que 
se basa en la extensión del concep 


-mples 

э de contraejemplo а contracjemples 

а cero, cuyo descubrimiento coincide con su explicación. 

è debería ser «crítica» toda actividad intelectual, tod 
> de contenid, 


Pero, ¿por 9 
lucha por el aumen 


¡Su dogmática «actitud crítica» no hace más que oscur 
Masîko: No cabe duda que la disputa entre usted y Pi es oscur. 

ya que su «desarrollo continuo» y el «desarrollo crítico» de Pi soi 

perfectas 

las imit 


ente consistentes. En lo que yo estoy más interesado cs сл 


iones, si es que las hay, del conjeturar deductivo o «crítica 


llejón sin salida, a un punto de saturación de la teoría 
¡Pero, sin duda podré siempre extender algunos de les 


conceptos! 


Pr: Por supuesto, La extensión de conceptos ingenua puede proseguir, 
pero la teórica tiene sus límites. Las refutaciones en fuñción de um 
extensión de conceptos ingenua no son más que tábanos que nos aguijc- 
nean para que procedamos con una extensión de conceptos teórica. 
Así, pues, existen dos tipos de refutaciones. Nos fopamos por coincidencia 
о buena suerte, o bien por una expansión arbitraria de algún concepto, 
con los del primer tipo. Son como los milagros, su conducta «anómala» 
está sin explicar; los aceptamos como contraejemplos de buena fe tan 
sólo porque estamos acostumbrados a aceptar críticas que extienden 
los conceptos. A éstos los denominaré contracjemplos ingenuos о extrave- 
Zantes. Luego, están los eontraejemplos teóricos, que o bien se producen 
originalmente por extensión de la prueba o, alternativamente, son extre- 
vagancias a las que se llega mediante pruebas extendidas que los explican, 
con lo que se elevan a la condición de contracjemplos teóricos. Las 
extravagancias han de considerarse con grandes prevenciones, ya que 
pueden no ser contraejemplos genuinos, sino ejemplos de una teóri 
totalmente distinta, cuando no errores sin más. 


Sicma: ¿Pero, qué hemos de hacer cuando nos estancamos; cuando 
по podemos convertir nuestros contraejemplos ingenuos en teóricos, 
mediante la expansión de nuestra prueba original? 

Pi: Podemos tantear una y otra 


са si nuestra teoria posee aña 


pruebas y relutaciones 


o no cierta oculta capacidad de desarrollo. Con todo, algunas veces 


nos. Por ejemplo, como muy bien 


| poseemos buenas razones para rendis 
p 


si nuestro conjeturar deductivo parte de un vértice 


| ha señalado Z 


entonces no está nada claro que podamos esperar nunca explicar el 

cilindro sin vértices 

| Ara: ¡Así, después de todo, el cilindro no era un monstruo, sinc 
Zera: Con todo, no se deberían desestimar las cosas extravagantes, 

pues constituyen refutaciones reales: no pueden encajarse en un patrón 


alizaciones» continuas y de hecho pueden obligarnos a revolu- 


de «ge 1 

Orca: ¡Bien! Se puede llegar а un punto de sataración relativo de 
una cadena particular de conjeturar deductivo, pero entonces se da 
con una idea de prueba revolucionaria, nueva y más profunda, con 
más poder explicativo. А la postre, uno todavía se dedica a la prucba 
final. sin límite, sin punto de saturación, sin extravagancias que la 
refuten. 

Pi: ¿El qué? ¿Uma sola teoría unificada para explicar todos los 
fenómenos del universo? ¡Jamás! Más tarde o más temprano nos acercare 
mos a algo así como un Punto de saturación absoluto. 

Gamma: Realmente, a mí no me preocupa que sea o no así. Si 
un contracjemplo se puede explicar mediante una extensión pobre y 
trivial de la prueba, yo lo consideraría ya como una extravagancia. 
Repito, no veo ninguna utilidad a generalizar «poliedro» para que 
incluya un poliedro con cavidades: no se trata de un poliedro, sino 
de una clase de poliedros. Yo me olvidaría también de las «caras miúltiple- 
mente conexas»; ¿por qué no trazar las diagonales que faltan? Por 
lo que respecta a la generalización que incluye tetraedros gemelos, 
yo sacaría la pistola: sólo sirve para confeccionar fórmulas pretenciosas 
y complicadas para nada. 

Ro: ¡Al fin descubre usted mi método de ajuste de monstruos! 157 
Le libra a usted de generalizaciones superficiales. Omega no debiera 
de haber denominado «profundidad» al contenido; mo todo aumento de 


15 Cayley [1861] y Listing [1861] se tomaban en serio la extensión de los conceptos. 
básicos de la teoría de poliedros. Cayley definia arista como «el camino de una cúspide 
a si misma o а cualquier cara», aunque permitía que las aristas degenerasen en curvas 
Cerradas sin vértices, que denominaba «contornos» (pág. 426). Listing poseia un término 
para las aristas con un vénice, des o ninguno: deen (pig. 104), Ambos se daban 
Cuenta de la necesidad de una teoría completamente nueva para explicar las «extravagancias» 
| que introducian con su marco conceptual liberal: Cayley inventó la «Teoría de Particiones 
De sn Cerrado y Listing, uno de los grandes pioneros de la topología moderna, el «Censo 
| A Complejos Espaciales 
137 Véase más arriba, págs. 48-50 y 50-5 


FA: Asi pues, ¿usted endría en el (5) de mi ser 
ción. En lugar de pr a (6) y hallar п 
Ал: Puede que esté ustec ^c después ¢ Pero, 
q decide wrse? Laa proi 1 una cuestión 
Gamma: ¿Por qué no disponer de er matemáticos, del misma 
modo que tenemos críticos literarios, para desarrollar el gusto matemiti 
o mediante la crítica pública? Incluso tal vez podamos detener la 
marea de pretenciosas trivialidades en los escritos matemáticos! 
Esto resulta especialmente molexo cuando la fala de sensibilidad 
cubra todos los casos concebibles (d. la noc 128). Tales muremiticos puelen 
Cxiendiéndola con unas pocas correcciones triviales. El excelente matemático J. C. Bede 
V ¿1-4 Ce — 2w 4 g. donde nes el número de cortes necesarios para dividir la superficie 
poliédrica en superficies simplemente conexas, para lis que Va 1 Cel, y ge d 


conexas (|1869), pig. 72). Estaba muy orgulloso de su logro que, según pretendía, 
arrojaba «uma luz completamente nueva» c incluso ellevaba а término» «un tema en 
el que se interesaron a 


que él, personas como Descartes, Euler, Cauchy, Gergosne, 
Legendre, Grunert y von Staudt» (pág, 65). Pero faltaban tres nombres en la lita 
Lhullier, Jordan y Listing, Cuando le hablaron acerea de Lhuilier, publicó una 
nora admitiendo que Lh 


ler sabía ya todo eso más de cincuenta años antes, Po: lo 
que respecta а Jordan, ro estaba interesado en caras апагея, aunque llegó а interesarse 
por los poliedros abiertos con fronteras, de modo que en su fórmula т, d núnero 
de fronteras, aparece además de s ([18060], pág. 86). Así, en un nuevo artículo [1865], 


Becker combinó las fórmulas de Lhuilier y Jordan para producir V — 1+ 


—2 ++ (pr 


milado 


343). Mas, en su embarazo, se precipitó demasiado, sin haber así 
largo articulo de Listing. Así pues, concluyó tristemente su [18690] con la decha. 
ración de que «la generalización de Listing es aún mayor». (Por cierto, más tarde traté de 
extender su fórmula también a los poliedros estrellados ([1874]; cf. más arriba, nota 39) 

199 Algunas personas pueden entretener ideas fisicas acerca de am ley de remimintor 
dterecientet en las чәйни, cosa que no hace Gamma, sin duda algum. 
ahora los poliedros amivlaerales (Möbius, [1865)) o los poliedos.m-dimentionai (Schlifli, 
11852]). que confirmarian la expectativa de Gamma de que lae refutaciones extensoras 
de conceptos totalmente inesperadas pueden siempre dar a toda la teoria un empujón 
nuevo (y tal vez revolucionario) 


No discutirenos 


160 Pólya señala que la generalización superficial y pobre «estê hos dia más de moda 
que antes. Diluye una pequeña idea en una terminología alisonante, Normalmente, el 
autor prefiere incluso tomar de otro са pequeña idea, se abstiene de añadir cualquier 


problema que er próblenas 


sean los p 


ciemplos, pero no quiero enf 


sc la necesidad, manejar anomalías triviales como las explica 
Mu: ¡Juego de niños! CRT 
“hera: Exacto. Nos detenemos, entonces, сп (5) f 


Lan Pe 


contraejemplo que muestre |: 


à sumistra un contracjemplo que muestre su palmaria 
Pero, si la extensión sumistra un contraciemp ; 
falsedad, ¿qué pasa en 5? Podemos negarnos a aplicar nuestra F 

4 o Regla рата el aumento de contenido, a fin de explicar una extrava 
gancia; pero hemos de aplicar nuestra Regla 2 preservadora de contenido, 


1 fin de evitar la refutación por una extravagancia 


lev es! Podemos desestimar las «generaliza 
Gamua: ¡Eso es! Podemos desesti 


ones» pobres, 
ar las refutaciones «pobres 

dora de monstruos 
da extravagancia? 


la viciosa infinitud. 

Aura: Mientras está uste : 
ideas, hace matemáticas; después, clar 
т nis cuando dejamos de aumentar el contenido? 


aumentando el contenido, desarrolla usted 
> а conceptos, hace lingüística. 


Por qué no detenerse sin r 
bor qué quedar atrapados en infinitudez viciosas? 
MU: ¡No matemáticas frente a lingüística de nuevo 


nunca saca provecho de tales disputas. о) : 
Garma! El término «nunca» cn seguida se convierte en «prontos. 
Yo estoy totalmente a favor de emprender de nuevo nuestra vieja 


! El conocimiento 


Mu: ¡Pero si ya hemos terminad 
tiene alguien algo nuevo que decir? 
Kara: Creo que уо sí tengo. 


lo en un rotundo fracaso! £O, acaso, 


eee desistió tan malo «si la disciplina sufriese la 
pra мым) excepcionalmente desartoll 1947], pág. 196). Un 
Sien dech de de perso gusto excepcionalmente desarrol 
dus Gumi pere salva А ch muestra Je an publicas o perece 


o» Bastard para salvar ls matemática: 


==т=тт=тет=®тет=т=тететететететет ететт еттъетететететееее 


9. Acerca de cómo la critica puede convertir la verdad matemática 
en verdad lógica 
Lar extensión. ¡licita tos destruye el significado 4 
Kara: Ya ha dicho Alfa que nuestro «viejo método» lleva а una 
infinitud viciosa? Gamma y Lambda respondían con la esperanza 


de que la mai 


de refuriciones pudiese agotarse162; pero ahora que 
comprendemos el mecanismo del éxito de las г 


taciones (la extensión 
de conceptos), saben 


ya era una esperanza vana. Para cuil 
apre una interpretación suficientemente estre- 
cha de sus términos tal que resulta verdadera y una interpretación 
› suficientemente amplia como para hacerla falsa. Cuál sea la interpreta 
ción pretendida y cu 

las intenciones que 


quier proposición, hay si 


l la no pretendida depende, por supuesto, de 

mos. A la primera interpretación podemos 
denominarla interpretación dogmática, verificacionista o justificacionista, y а 
la segunda, esciprica, crítica o refutacionista. Alta consideraba a la primera 
una estratagema convencionalista 183, aunque ahora vemos que la segun: 
da también lo es. Todos ustedes ridiculizaron las interpretaciones dogm 
ticas que Delta hacía de la conjetura ingenual?! y, a continuación, 
la interpretación dogmática que hacía Alfa del teorema 165, Sin embargo, 
la extensión de conceptos refutará cuu/quier enunci 
enunciado verdadero. 

Gansa: Un momento; es verdad que extendimos «poliedro» y 
luego lo despedazamos y lo arrojamos por la borda: como señalaba 
Pi, el concepto ingenuo de «poliedro» ya no figura en el teorema. 

Kara: Pero, entonces, iniciará usted una extensión de un término 
del teorema, ¿no? Usted mismo decidió extender «cara simplemerte 
conexa» a fin de que incluyese el circulo y la envoltura del cilindro 6, 
Dio usted a entender que era una cuestión de honestidad intelectual 
ofrecer el cuello para conseguir la respetable condición de refutabilidad; 
es decir, hacer posible la interpretación refutacionista. Pero, debido a 
la extensión de conceptos, refutabilidad significa refutación. Asi ри 
se desliza usted por la pendiente de la infinitud al refutar cada teorem: 
y sustituirlo por otro más «riguroso», por otro cuya falsedad aún по 
ha sido «puesta al descubierto». Con todo, usted лиса sale de la falsedad. 

SiGMA: ¿Qué pasa si nos detenemos en un punto, adoptamos interpre- 


do y no dejará ningún 


тө! Véase más arriba, la pág. 71 
162 Véase más arriba, ibid. 
ма De hecho, Alfa no 

arriba, la pág. 38 
164 Véase más arriba, V 4, (0) 
Io Véase más arriba $ 5. 

Véase más arriba, págs. 6044 


ilisó explicitamente este término popperiano; véase más 


taciones justificacionistas Y no nos movemos de la verd 


particular en la qı 


Kara: En ese caso, tendrá usted que eliminar los contraejemplos 


que extienden los conceptos mediante definiciones excluidoras d 
(uos. En ese caso, se deslizará usted por otra pendiente infinita: se 
verá usted obligado a admitir que no era lo suficientemente precisa 
cada una de las «formas lingüisticas particulares» de su teorema verdade 
ro, viéndos 
«rigurosas» expresadas en términos cuya vague. 
Zera |aparte|: ¿Qué hay de malo con una heurística en la que 
la vaguedad es el precio que pag: 
ALFA: Ya se lo he dicho: los conceptos precisos y las verdades 
inquebrantables no residen en el lenguaje, sino ran sólo en el pensamien 
to. 


en la necesidad de incorporarle más y más definiciones 
ad aún no hi sido 


os por el desarrollo? 


Gamma: Permítame que le lance un reto, Кара. Volvamos al teorema 
tal y como estaba tras haber tomado en cuenta el cilindro: «Para todos 
s simplemente conexas, tales que las a 


los objetos simples con stas 


de las caras terminen en vértices, V — A + С 
usted esto con el método de extensión de conecptos? 

Kara: En primer lugar, retrocedo hasta los términos definitorios 
y despliego plenamente la proposición. A continuación, decido qué 
concepto extender. Por ejemplo, «simple» alude a «extensible cn un 
plano, después de haber eliminado una cara». Extenderé lo de «exten- 
der». Tomemos los tetraedros gemelos, ya discutidos, el par con una 
arista en común (fig. 6(4). Es sencillo, sus caras son simplemente 
conexas, pero 17 — A+ C=3. Así pues, muestro teorema es falso. 

Gamma: ¡Pero estos tetraedros gemelos no son simples! 

Kara: Por supuesto que sí. Eliminando una cara, puedo extenderlo 
en un plano. Lo único que tengo que hacer es andar con cuidado 
al llegar a la arista crítica, a fin de no rasgar nada al abrir el segundo 
terraedro a lo largo de esa arista 

¡Pero eso no es extender! Usted rasga o divide la arista 
з duda usted no puede proyectar un pundo en dos: extender 
es ama proyección bicontiuma um а uno, 


2» ¿Cómo refutaría 


` Nota de los Editores: La afirmación de Кара, en el sentido de que la vaguedad 
es inevitable, es correcta (algunos términos han de ser primitivos). Pero es un error pensar 
que exo significa que sólo se pueden producir contraejemplos por «extensión de conceptos». 
Por definición. una prueba válida es aquella para la que nunca se puede suministrar 
un contraejemplo, datrpretene sama iw interpreten os términos descriptivo: es decir, su validez 
тю depende del significado de los términos descriptivos, los cuales se pueden extender 
Como se quiere, Es algo que señala el propio lakatos más bajo, en la pág. 124 y (con ma 
vor claridad) en el cipitulo 2, págs. 146-147. 


de «ext 
puedo in 

una rasgadur e г el simple hecho de que no s 
proyección bicontinua uno а uno»? Por cierto, me pregunto p 
no habrá def ted extender como una transformac 


Gamma: Vale; usted gana de nuevo. O bien tengo que estar de 
acuerdo con su interpretación refutacionista de «extender» y extender 
mi prueba, o bien tengo que hallar otra más profunda o incorporar 
un lema (o bien tengo que introducir una nueva definición excluidora 
de monstruos). Con todo, en cualquiera de esos 
que mis términos definitorios sean cada vez más claros. ¿Por qué no 
voy a poder llegar a un punto en que los significados de los términos 
sean tan claros como el cristal, de modo que sólo haya una interpretación, 
como ocurre con 2+2=4? No hay nada elástico en el significado 
de estos términos y nada hay de refutable en la verdad de esta proposición 
que brilla por siempre bajo la luz natural de la razón. 

Kara: ¡Débil luz! 

Слима: Extienda, si es que puede. 


sos, siempre haré 


Kara: ¡Pero si no es más que un juego de niños! En ciertos casos, 
dos y dos son cinco. Supóngase que pedimos que nos manden dos 
artículos que pesan dos libras cada uno; nos los envían en una caja 
que pesa una libra; entonces, en ese paquete, dos libras y dos libras 
son cinco libras 

Gamm: Pero, usted obtiene cinco libras sumando /rer pesos, 2, 
2y1 

Kara: Cierto; nuestra operación «2 y 2 son 5» no es una adición 
en el pretendido sentido original. Pero podemos hacer que el resultado 
sea verdadero mediante una simple extensión del significado de adición. 


re Tod 

ser 4 para la adición 

sigebra es una serie de tales ¢ ‹ tos 
Garma: Piemo que lleva use lejos | 

na refutación, O bien interpretará usted «todo» como «ning 

todo poliedro es un poliedro». Extiende usted el concepto de c 


que usted extienda cualquier término que se le antoje procedimien 


to que le apetezca 
¡Hemos de fijar el concepto de contiacjemplo en términos claro: 

como el cristal! 
Denta: Incluso Gamma se ha convertido en un excluidor de mons 


truos: ahora anda detrás de una definición excluidora de monstruos 


dedora de conceptos. ¿Después de todo, la racionalidad 


de refutación ез 
Kara: ¡Pero, no existen tales conceptos 
рага especificar lo que queremos decir es cero, por lo que muestra 

de probar es cero? Si quiere usted que las m 


1 ¿Por qué no aceptar que nuestra 


sentido, ha de abandonar usted la certeza. Si quiere usted certe. 
elimine el significado. No puede usted tener ambas cosas. Un дайт 
está a salvo de la refutación, pero las proposiciones significativas son re 
por extensión de conceptos. 
^ Gamma: Entonces, su último enunciado también puede ser refutado, 
y usted lo sabe. «Los escépticos no constituyen una secta de personas 
persuadidas de lo que dicen, sino que constitayen una secta de mentiro 
sosn 189. 

Kara: ¡Imprecaciones: he ahí el último recurso de la razón! 


(6) La extensión mitigada de conceptos puede convertir la verdad matemática 
en verdad lógica 
Zera : Creo que Gamma está en lo cierto cuando habla de la necesidad 


de demarcar la extensión de conceptos racional de la irracional, puesto 
que la extensión de conceptos ha recorrido un largo camino y ha 


107 СЕ. Félix [1957], pág. 9. 
мө La exigencia de Gamma de una definición cristalina de «contracjemplo» equivale 
a pedir que el menlenguaje posea conceptos cristalinos € inclásticos como una de las 


t 
€ 
€ 
& 
H 
t 
€ 
€ 
& 
€ 
& 
é 
€ 
& 
* 
& 
є 
є 
є 
e 
* 
e 
e 
e 
a 
« 
@ 
e 
LI 
e 
e 


Imre Тайыз 


asado de set una actividad suave y racional a convertirse en un 


ctividad radical e irracional 
Inicialmente, la crítica se cc 


extensión de wr concepto partir 


ntra exclusivamente en una Леа 
Tiene que ser igra, para que 


su naturaleza real (extendedora) fuese descubieru, 


pase desapercibida 


podría no ser aceptada comio crítica legitima. Se concentra en ип concepto 
o en el caso de nuestras proposiciones universales m 

Todos los A son D». La crítica, entonces, equivale a 
1 ligeramente extendido (poliedro, en nuestro caso) que 
no sea В (euleriano, en nuestro caso). 


particular, ce 


dar con un 


Pero, Кара agudizó esto en dos direcciones. Primero, para exponer 
al ataque de la crítica mediante extensión de conceptos más de un constitu- 
yente de la proposición. Segundo, para convertir la extensión de concep- 
tos de una actividad subrepticia y más bien modesta en una deformaciin 
abie 


ta del concepto, como la deformación de «todos» en «ninguno». 
Aquí, cualquier traducción significativa de los términos atacados que 
haga falso al teorema se acepta como una refutación. Yo diría entonces 
que si ama proposición mo зе puede refutar respecto а lor constitue 
b, ss entonces es lógicamente verdadera respecto a esos constituyentes 
proposición esel resultado final de un largo proceso crítico-especulativo, 
en el transcurso del cual la carga significativa de algunos términos 
se transfiere completamente a los restantes términos y a la forma del 
teorema. 

Ahora, lo único que Kapa dice es que no hay proposiciones que sean 
lógicamente verdaderas por respecto а fados sus constituyentes. Con 
todo, puede haber proposiciones lógicamente verdaderas respecto a al- 
лоз constituyentes, de modo que la marea de refutaciones tan sólo pueda 
subir de nuevo si se añaden nuevos constituyentes extensibles, Si vamos 
a por todas, terminamos en el irracionalismo; pero no tenemos por qué 
hacerlo. Ahora bien, ¿dónde deberíamos trazar la frontera? Podemos 
aceptar perfectamente la extensión de conceptos tan sólo para un deter- 
minado sub-conjunto de constituyentes que se conviertan así en el blan- 


со principal de la crítica. La verdad lógica no dependerá de su significa- 
do. 


ї©мА: Asî que, después de todo, aceptamos la postura de Kapa 


¡hacemos la verdad independiente del significado de al menos a/guros 
términos! 


Zera: 


о está bien. Pero si queremos vencer el escepticismo de 


129 Se trata de una versión ligeramente parsfrascada de la definición de Bolzano de 
verdad lógica ([1837], 4 147). Resulta sorprendente por qué propuso Bolzano su definición 
en los anos 1830, especialmente teniendo en cuenta que su obra anticipa el concepto 
Че тобо, una delas mayores innovaciones de la filosofía de las matemáticas del diecinueve. 


Кара y esca us infinitudes viciosas, no cabe duda 


que dejar de extender conceptos en el punto en que ello deja de ser 


una herramienta de desarrollo para с 


de destrucción. Hemos de hallar cuáie » términos cuyo significado 
puede extenderse, a cambio de destruir los principios básicos de racionali 
dad ii 

Kara: ¿Podemos extender los conceptos de su teoría de la racionali 
dad crítica? ¿O, acaso resultará manifiestamente verdadera, formulada 
en términos exactos e inextensibles que no precisan definición? ¿Acaso 
su teoría de la crítica termina en una «retirado al compromiso». todo 
resulta criticable a excepción de su teoría de la crítica, de su «metateo: 
rian? 17# 

Омкал o Epsilon]: No me gusta este paso de la Verdad a la racionali 


dad. ¿ta racionalidad de quién? Me huele a infiltración convencionalista. 
Bera: ¿De qué está usted hablando? Comprendo perfectamente el 
«patrón suave» de extensión de conceptos de Zeta, También comprendo 
que la extensión de conceptos puede atacar más de un término: lo 
hemos visto cuando Kapa extendió «extender» o cuando Gamma exten. 
dió «todos». 
Siama: ¡Sin duda Gamma extendió «simplemente conexo»! 


Bera: Qué va; «simplemente conexo» es una abreviatura; él sólo 
extendió el término «todos» que aparece entre los términos definito- 
vest 

VW Ta critics matemática del diecinueve extendió más y más los conceptos y desplazó 
la carga significativa de mis y más términos haca la forma Are de las proposiciones 
y меш el Significado de unos pocos términos (ain) nó extendidos. En los años treinta. 
te proceso pareció remitir y la linca de demarcaciónentte términos incstensibles («lógicos») 
y extensibles (adescriptivos») pareció estabilizarse. Se llegó a un consenso acerca de una 
lista de un pequeño numero de términos lógicos, de modo que fue posible dar una 
definición general de verdad lógica; éste ya no hacia «referencia an una lista ad doc 
de constituyentes. (Cf. Tarski[1935)) C. iki estaba perplejo con esta demarcación 
y se preguntaba si, después de todo, no tendría que volver а un concepto rebtivizado 
фе eoneraejemplo y, comsigulentemente, de verdad logica (pig. 420) —como el de Bolzano 
del que, dicho sea de paso, Tarski no sabía mada El resultado más interesante en esta 
dirección es el artículo de Popper [1947-8], del que se sigue que no se pueden eliminas 


on todo, T 


oe principios basicos de la discusión racional 


2 La expresión de Barley es «retirada al compromisos |1962}. Investiga el problema 
de si una defensa racional del racionalismo crítico es posible, fundamentalmente con 
respecte al conocimiento "нөө; pero los patrones del problema son los mismos por 
lo que respecta al conocimiento matemático 

IM Ven mis arriba, págs. 60-64. De hecho, lo que Gamma quería era eliminar par 
te de la carga de significado de «todos», de manera que ya no se aplicase exclusivamente 
a clases no vacías. La modesta extension de «todos», eliminando el salcance existencial» 
dde su significado y convirtiendo así el conjunto vacio de un monstruo en un conjunto 
burgués ordinario, constituyó un suceso importante, relacionado no sólo con la reinterpreta 

lógica aristocélic, 

<urgimicato del concepto de satisfacción vacía en la discusión matemática, 


no también con d 


xtensión de conceptos «ab y radical 
Bera: No. Nadie aceptaría esta última variedad como una reftación 
le co que Рї ha puesto de manifiesto, es un vehícu tanti 
esta última forma salvaje de refutación! 
Maestro: Está usted equivocado, Beta, La aceptaron y su acept 
ción ha constituido un hito en la historia de las matemáticas ¡Esta 
trones del desarrollo matemático! V. Mas, terminemos 


nuestra discusión; ya discutiremos en otra ocasión 


etapa. 


Sicma: Pero, ent 


mces, nada queda establecido. No podemos detener. 


Maestro: Me parece bien lo que dice; esta última etapa tendrá 
importantes efectos retroactivos sobre nuestra discusión!?, Sin embar 


go, una investigación científica «comienza y acaba con problemas» 128, 
[Abandona el aula.) 

Bera: ¡Pero yo no tenía problemas al principio y ahora nc tengo 
mås que problemas! 


174 Los conceptos de critica, contracjemplo, consecuencia, verdad y prueba son insepara- 
Мез; cuando cambian, el primer сатре ae produce n el стеуге de erica, siguiéndose cambios 
en los demás. 

15 Cf. Lakatos [1962]. 


Popper [19630], pág. 968. 


Introducción de los Editores 


Más arriba 177, se ha aludido a la prueba de Poincaré de la conjetura de Descartes-Euler 
En ы tesis doctoral, Lakatos in 

una discusión de los argumentos en pro y en contra del enfoque «euclideo» de las 
matemáticas, Algunas partes de esta discusión fueron incorporadas por Lakatos al capitulo 1 


ducia un examen detallado de esta prueba, mediante 


(Véanse, por ejemplo, las págs. 68-74) y otras Fueron redactadas de nuevo como paries del 
slo «Infinite Regress and the Foundations df Mathematics». Lakatos [1962]). Por con- 
inte, omitimos aqui esta discusión introductoria 


Epsilon ha sido el abogad 


del programa euclideo, del atento de suminiscar a Jun 
matemáticas axiomas indubitablemente verdaderos expresados en términos perfecumente. 
claros. La filosofia de Epsilon se pone en entredicho, aunque el Maestro señala que 
el modo más obvio y directo de ancar a Epsilon es pedirle que suminiwre una prueba 
de la conjetura de Descartes-Euler que satisfaga las normas eudideas. Epsilon acepta 
el reco. 


1. Traducción de la conjetura a los términos «perfectamente cono- 
cidos» del Algebra vectorial. El problema de la traducción, 


EpsiLoN: Acepto el reto. Probaré que todos los poliedros simplemen 
te conexos con caras simplemente conexas son culerianos. 


17 Véanse las pigs. 83 y 110, 


Segeekeeee 


Imre Lakatos 
Mats 
terior 


Er o ya he señalad de hallar |. 
ER Como y alado, he de hallar la verdad antes de 
probarla. Ahora bien, no tengo nada en contra de utilizar 1 


de pruebas y refutaciones como un método para 


Sí, he enunciado este teorema cn una lección 
ком: Со i 


a mét 
descubrir la verdad; 


pero, yo comienzo donde usted se detiene. Do! 


de usted deja de mejora: 
yo comienzo a probar?! KE 


Aura: Sin embargo, este largo teorema está lleno de concepte 


nos resulte dificil refutarlo. 
Epson: Encontrará usted que es eir 
significado de cada uno de los términos 
Maestro: Adelante 
Feat 


extensibles. No creo que 


posible refutarlo. Fi 


arê d 


En primer lugar, utilizare tan sólo los c 
claros posibles. Puede que а v. Ена 


à podamos entedder nüestro «опо 
quen perfecto para арышы ceras Ópticas, papel у erar, pelons 

а y bombas; pero abora deberiamos olvidamos de tales cosa; 
estas herramientas diversas. En mi opinión, nuestros fracasos anteriores 
están enraizados en la utilización de medios ajenos a la naturaleza 
simple y desnuda de los poliedros. La exuberante imaginación que 
Fees todos esos intrumentos está compl 


Ca amente mal orientada. 
lementos externos, ajenos y contingentes que no pertenecen 
a la esencia de los poliedros, por lo que Ке de cosita! qua fd 
para algunos poliedros. Para obtener u bs e 
раа ец er una prueba perfecta, hay que 
tingit el rango de herramientes utilizadastóo. Ello sc debe а que 
esta imaginación exuberante hace que sea muy dificil alcanzar la cer/ega 
Resulta difícil garantizar la verdad de los lemas que giran en torno 
а las propiedades de la goma, las lentes, etc. Deberíamos abandonar 
las tijeras, las bombas, las cimaras y similares, porque «para comprender 
una cuestión, hemos de abstracela de todo lo superfluo, haciéndoa 
lo más simple posible»18!, Yo purgo mi teoremal82 y mi prueba de 


DC Vise más arriba, pág. 54 
17? Probablemente sca Epsilon el p 

E el primer seguidor de Euclides que haya apreciado 
si valor Бенсо del procedimieno, de prue Нама sigo diecisiete, lor partid s 
de Euclides aceptaban el método platónico de sien como método heurixico. Mas 
adelante, lo sustuyeron por el golpe de suerte yo de genio хы 
4.299 En el análisis de la prueba по se impone ninguna limitación sobre ah 

De ZE cualquier lema, cualquier concepto, Esto es cierte B сои 
informal, en desarrollo, donde la resolución de problemas es una in de lucha Пе. 
Ea ep ci fob, tee has ta M lu 


de la teoría. En d caso ideal (donde h 
de la ког. Ба d camo Шей (donde hay un procedimento de decida) la resolucien 


à de las palabras de Descartes en su [1628], Regla ХШ. 


No habria que olei 
EX г que тын que el alil de la prueba саке cen 
Ee elijes бөл рн. ee үрө; каргыс: 


todas esas cosas, restringiéndolos a las más simples y Deier 183 


ists y caras. No definiré esos términos, уз que 
de su significado. Definiré 


scuro en términos «primitivos» 


saber, a vértices, 
no puede haber desacuerdo alguno acer 
cualquier término que sca mínimamente 
perfectamente conocidos M. 

ninguno de los lemas específicos de ninguna 
с verdadero; no eran más que conjetura 


Ahora está claro que 
de las pruebas era cvidentem: 
tales como «Todos los poliedros se pueden hinchar hasta que formen 
una bola» y demás. M 

conjetura de ningún tipo en los juicios emitidos sobre la verdad de las 


ora, «exijo que no se permita la entrada de 


Cosas 185, Descompondré la conjetura en lemas que ya no son conjeturas, 
Zio vintuicionew, es decir, «aprehensiones indubitables de una mente 
pura y atenta y que surgen a la luz de la razón» 188. Algunos ejemplos 
Be esas «intuiciones» son: Zdar lor poliedros poseen caras; tadas las caras 
Tienen aristas; todas las aristas tienen vértices, No. plantearé cuestiones 


сото las de si un poliedro es un sólido о una superficie. Se trata 
Че nociones vagas y, en cualquier caso, superfluas para lo que tenemos 
entre manos. Para mí, un poliedro consta de tres conjuntos: el conjunto 
de V vértices (los llamaré PQ, PQ... P9), el conjunto de A aristas 
(las llamaré Р}, Р}, — P1) y d conjunto de С caras (que llamaré 
РФ, рӯ... P2). Para caracterizar un poliedro, precisamos también algún 
tibo de tabla que nos diga qué vértices pertenecen a cada arista y 
qué aristas pertenecen а cada cara. A estas tablas las denominaré «matrices 
de incidencia». 

Gasa: Estoy un poco perplejo con su definición de poliedro. 
En primer lugar, puesto que se molesta en definir la noción de poliedro, 
concluyo que no la considera perfectamente conocida. Pero, entonces, 
Sde dónde saca usted su definición? Ha definido usted el concepto 
Sscuro de poliedro en términos de los conceptos «perfectamente conoci- 
os» de caras, aristas y vértices. Mas, su definición (a saber, que d 
poliedro es un conjunto de vértices más un conjunto de aristas más 
Pa conjunto de caras más una matriz de incidencia), es obvio que 
no consigue captar la noción intuitiva de poliedro. Entraña, por ejemplo, 
que cualquier polígono es un poliedro, así como, por ejemplo, un 
Woligono eon una arista libre fuera de él. Ahora bien, puede usted 
legit entre dos caminos. Puede usted decir que «el matemático по 


18 Descartes [1628], Regla 1X. 

ч Reglas para ls definiciones de Pascal ([1659], pigs. 596-7): «No definir ningún 
ermine qoe sea perfectamente conocido. No permitir que no sea definido ningún término 
término dues atur v equivoco. Emplear en la definición de los términos tan sôlo 
Palabras perfectamente conocidas о ya explicadas» 

183 Descartes [1628], notas a la Regla 111 

we Ibid 


Imre Lakato 


significado ordinario de sus térm 
matemática crea el si 


nos técnicos. La defini 


la noción de poliedro equivale a ab. 


sar la vieja noción complctamen: 
la por un nuevo concepto, Mas, en ese caso, cualquier 


semejanza entre su «poliedro» y el poliedro genuino es completamente 
accidental y usted no obtendrá ning 


jo de sus poliedros ficticios 
amino es mantenerse fiel a la idea de que definir es clarificar 
a definición explicita los as 
ción o transformación c 


los poliedros genuinos mediante cl c 
Ele 
deq 


ов esenciales y de que es una tradu: 
€ preserva el significado de un término en un 


lenguaje más claro. En este caso, sus definiciones son conjeturas que pue 
den ser verdaderas o pued 
dı 


n ser falsas. ¿Cómo puede usted tener una tra 


за ciertamente verdadera de un término vago a otros precisos? 
EpStLON 


Admito que me ha cogido usted por sorpresa con esa 
crítica. Pensaba que podría usted dudar de la verdad absoluta de mis 
axiomas y creía que podría usted preguntarme cómo son posibles esos 
juicios sintéticos a priori. Para ello, había preparado algunos contra-argu- 


mentos, pero no me esperaba un ataque en la línea de las definicion 
Pero, supongo que mi r 


uesta es: Obtengo mis definiciones del mis- 
mo modo que mis axiomas, por intuición. Realmente, poscen la misma 
condición: puede usted tomar mis definiciones como axiomas adiciona- 
Jes!** о puede usted tomar mis axiomas como definiciones implícitas 189. 
Suministran la esencia de los términos en cuestión. 

Maestro: ¡Basta de filosofía! Veamos la prueba 
su filosofía, pero puede que me guste su prueba. 

EpsiLox: De acuerdo. Traduciré primero d teorema а demostrar 
a mi marco conceptual perfectamente simple y claro. Mis específicos 
términos indefinidos serán: vértices, aristas, caras y poliedros. А veces, 
me referiré a ellos llamándolos politopos cero, uni, di y tri 


No me gusta 


les 199, o brevemente, O-politopos, 1-politopos, 2-politopos y 3-politopos. 


ALFA: ¡Pero, tan sólo hace diez minutos definia usted poliedro 
en términos de vértices, aristas y caras! 


Exame: Estal 


equivocado. Esa «definición» era una anticipación 
estúpida. Di un salto a mi juicio con una precipitación tonta, la verdadera 
intuicion, la verdadera interpretación, madura lentamente, por lo que 
purgar el alma de conjeturas lleva tiempo 191 

зи рату [1945], pigs. 81.2 


188 «Definición como enunciado indemostrable de naturaleza esencial» (Aristóteles, 
Analytica Pestriora, Oda) 

it Gergonne [1818] 

190 Schläfli [1852] descubrió que estos términos se pueden subsumir bajo un único 
término abstracto general. Los denominó «poliesquemas». Listing [1861] los denomina 


«curianos»; pero fue Schläfli quien extendió la generalización а más de tres dimensiones. 
IM «А las conclusiones de la tazón humana tal como se aplican ordinariamente a 


usted algunos 
Bera: Hace un momento, mencion 


“acaso «corresponder a» es otro término primitivo? 


osos: No. Registro tan sólo los términos expre/fires de la teori 


s lógicos 
ia de los pol 8 


de la teori yacente 


los de teoría de conjuntos O 


zo una perfecta familiarida 
pig ынды д. i ente conexo» que sin duda n 


ora ocuparme del término ; » que sin duda no 
abord aP mene claro. Definiré primero la simple conexión delos 
Solledcos y luego la simple conexión de las caras. Tomaré primer 
Ta simple conexión de los poliedros. De hecho, constituy 


expresión: se dice que un poliedro es simplemente conexo 


de una larg 

UEM 2 de caras cerrado 
n exterior y (2) si sólo hay un sistema € 

Alora bien, esto esi plagado de términos más bien vag > 

a A exterior», etc. Pero los definiré todos en término: 


ретаз cerrados y sin bucles de aristas tienen un 


acerradon, simeriom а 
proce e E smo contra los términos тесі. 
34MMA: Ha lanzado us ed un exorcismo c RE 
hos elimina usted los términos geométricos, como el de cerrado. 
Coo que ceti usted exagerando su celo purgativo. «Un sistema corr 
о а constituye un concepto perfectamente claro que no pri 
definición. m 
d. ¿Consideraría usted que un poligi 
Sps oN: No, se equivoca usted. d ied que un poligon 
do constituye un sistema cerrado de aristas? Tal vez lo considere 
vir que no posee cabos Suelos, pero no «encierra ningún 
dite diim definita y algunos entenderán por «sistema cerrado de aristas» 
Ave Bien deii vate ga ш coi Asi pues, tene оне qu 
decidirse en uno u otro sentido y decir єп cuál se ha decidido. : 
WEE Un poligono estrellado puede no estar limitado, pero está 


re e tamente cerrado, sino también 

iON: Vo pienso que está no solamente cer nbn 
Berdo ya es significativo, pero presentaré más d 

limitado, EI desacuerdo ya os iE used ө по que d heptacdro 

TS da ema cerdo de caras y que está limitado, 

e ranma: Nunca he oído nada acerca de su һершейо ug ag 
Keaton: Es un tipo de poliedro más bien interesante, puesto que 

sólo tiene un lado. No engloba ningún sólido geométrico y 


rurales las denomino, en aras de la distinción, AE x A Ss 
do dando y lo que la razón extrae de los hechos por un proceso 
(сото algo bordo EE eier (Bacon [1620] XVI 
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Fig. 26 


Fig. 27192, 


ci espacio en dos parts, un interior y un exterior. Alfa, por ejemplo, 
guiado por su «clara» intuición geométrica, dijo que un sistema cerrado 
de muss die ed e e nes eot d lnscr dl pole yr 
lel poliedro». Me pregunto si diría que la superficie del heptae 

ШО no laa AE nlsi cir d NER уы 
concepto de sistemas «limiadorem? En este caso, le preg со соп 
a ica jos humildad: рвефЕ i арене cambies ки conceptos Moria 
арорати 
mo son perfectamente conocidos. Por consiguiente, voy а definirlos. 
Zera: Dibuje d heptaedro. Me pregunto cómo será. $ 

rsiLoN: De acuerdo, Comienzo con ш бий 

do. С з un octaedro familiar y ordinario 


12 La Figura 27 está dibujad 
Fig dibujada a partir de Hilbert y Cohn-Vossen [1932], 


males, por eiemp 
jue en un poliedro dec 


Aqui, tenemos tres. 
d de la figura сің 
a la derecha 


abajo a la izquierda y el de 


dos caras en cada arista 


de la primera m 
de arriba a la izquierda y el de 
atrás de la figura, quito el de 

Asi, sólo quedan le 
Четох obtenido asi una figu 


triángulos y tres cuadrad 
iginales del ocraedro. Las 
sino lineas en las que se interseca a si 
a la intuición geométrica, no estoy 


No otorgo mucha importancia 
metezado en el hecho de que mi poliedr 
acio tridimensional. Tal hecho no se pone 
incidencia de ті heptaedro. (Por cierto, 
fectamente sin auto-intersección en 


tablemente inmerso en el espa 
de manifiesto en las matrices de 
el heptaedro se puede insertar 
inco dimensiones 


el espacio de ci 

Ahora bien, ¿limica la superfi 
«no» si se define superficie como « 
del poliedro en el sentido dc separar el 
en cuestión. Por otro lado 


como «limitadora» si y sól 
contiene todas sus caras. 
«limitar» y «frontera». 

aire familiar antes de empezar a in 
poliédricas, pero, en c 


hay que definir cui 
claro en qué sentido se u 

Kara: ГҮ, entonces, tiene usted que роп: 
ciones, a fin de evitar nuev: 

Maesrno: No haga caso а Kap: 
rencias y la crítica en gei 
conducen а mejoras 
crítica, aunque corr 
Û de las matemáticas y Dirac no hubiese hallado un editor 


neral son muy importa 
Una mera refutación no 


ta, poseyese autoridad, 


de sus escritos. 


en los planos que cor 


el triángulo 


de la parte de 


ulos sombread 


los. He ahí el heptacdro 193, Sus aristas y vértices 
diagonales del octaedro no son 


resulte estar tan inconfor- 


cie del heptaedro? La respuesta es 
limitadora» si y sólo si es la frontera 
| interior del exterior del poliedro 
а respuesta es «si», si definimos la superficie 
lo si es la frontera del poliedro en el sentido 
Como usted ve, tiene que definir 
arecer que estos conceptos tienen un 
nvestigar la riqueza de las formas 
1 transcurso de la investigación, los burdos concep- 
iden y muestran Una estructura fina, por lo que 
idadosamente los conceptos, а fin de que quede 


er un veto a futuras investiga- 


Epsilon. Las refutaciones, inconsis- 


tes, aunque sólo sí 
es una victoria. Si la mera 
Berkeley hubiese detenido 


Reinhardt (véase su [1885], pág. 114 
Ж Dreck foe el primero en darse cuenta de que la unilateralidad o la bi-lateralidad 
де del número de dimensiones del espacio. 


Vase su [1888], pág. 474 


No se 


de Kapa. Procedo ahor 


escasos términos pris p fic Hl و‎ 
» que pertenecen a él, se 


topo es la suma de lo (E) 
as matrices de incidencia, TR 
d-cadena. Por ejemplo, la «superficie» de un polieno (0 nom du nio 


н с cadera. Def nte 
сото la suma de los (4-1) polite 


partes) es esencialmente una 2. n 
а de una -cadena 


os que а la -cadena 


pero, en vez de la suma ord, 
à ordinaria, ton 


EUN 2. Esto quiere 


04+0=0,14+0=1,041=1,14+1=0, 


Tiene usted que ver que ést 


Keck d a єз la verdadera definición de frontera de 


Bera: Deténgase un momento. M. 

gase un momento. Me resulta dificil seguir sus defin 
nes Acdimensionales. Dejeme pensar 4 voces sobre ul ejemplos fir 
ejemplo, la frontera de una cara e: des 
jemp f à ara єз, según su definición, cl conjunto 


de aristas que le pertene 
е pertenecen. Ahora bien, cuando uno dos 
frontera común no contendrá las aristas а асан 


al sumar las aristas, omitiré 


que ambas contienen. Asi, 
сеп por parejas. Por 
а frontera del primero es 


a sus quellas que 
ciemplo, tomo dos trámgulos (fig. 28). 1 
C 4+, la frontera del segundo, a +} e, la frontera HTH, 
аре +d +e= a+b +c 4d Ahora veo por qu bd 
sumas mód. 2 en su definición. Siga, por favor! ® 

siron ‹ 


introdujo usted 


Tras haber definido «frontera» en términos específicos 


Fig. 28, 


199 Note de lar Editores: «Pensar а voce» 


NETT era un término técnico del inglés de 
la «pensar а voces» o, más bien, «pensar ruidos Z 
Aly) en lugar de «pensar en voz айа» frbinking aloud). d del T] Т 


en una уар sición; o» hien tenia que defini 


de aristas v luego. para sistemas de caras, Ahora, le vov а mostrar 


que existe un concepto general de cerrado, aplicable а cualqu 
independientemente de Æ. Denominaré J-cadena cerrada o, br 
4-circuit 

Bera: Deténgase un momento, Déjeme ver 
está intuitivamente cerrado y de hecho lo está, d 


definición, puesto que su frontera es cero, y 


a una Æ-cadena si, y sólo si, su frontera es cero 
un polígono ordinario 
acuerdo con su 
que cada vértice aparece 
dos veces en la frontera, lo que da cero en su álgebra wêd. 2. Un 
cerrado y, de nuevo, 


poliedro ordinario y simple su frontera es 


en su frontera cada arista aparece dos veces. 


Kara [aparte]: (Realmente, Beta tiene que luchar para verificar las 


«intuiciones obvias e inmediatas» de Epsilon! 

Ersion: El siguiente término a dilucidar es el de «limitar. Diré 
que un £-circuito limita si es la frontera de una (k+ 1)-cadena. Por 
ejemplo, el «ecuador» de un poliedro esferoide limita, pero el «ecuador» 
de un poliedro toroide, no. iltimo caso, la idea 
(es decir, que limita el «todo» del poliedro) queda excluida, ya que 
la frontera del todo del poliedro es vacía, Ahora está absolutamente 
claro que, por ejemplo, el heptaedro limit 

Bera: Va usted un poco aprisa, pero me parece que está usted 
en lo cierto. 

Gausa: ¿Puede usted probar que cualquier -cadena limitadora 
es un circuito? Ha definido usted «limitar» sólo para circuitos; podría 
usted haberlo hecho en general para las cadenas. Supongo que la razón 
de su definición restringida es este tcorema latente. 

EsiLox: Es cierto; puedo probarlo. 

Gana: Otra pregunta. 
circuitos limitan. Esto me parece en orden. Pero, me parece que la 
frontera de una k-cadena decente debiera ser cerrada. Por ejemplo, 
по podría aceptar como poliedro un cubo al que le faltase la parte de 
arriba y no podría aceptar como polígono un cuadrado al que le faltase 
una arista. ¿Puede usted probar que la frontera de una #-сайепа es 


En este alternativa 


Algunas cadenas son circuitos, algunos 


cerrada? 

Еряцох: ¿Qué si puedo probar que la frontera de la frontera de 
cualquier A-cadena es cero? 

Gauna: Eso es. 

Epson: No, no puedo. Es algo indudablemente ` verdadero; es 
un axioma. No hace falta probarlo 

Maestro: ¡Adelante, adelante! Supongo que ahora traducirá usted 


nuestro teorema a sus términos perfectamente conocidos. 


* э э ® ® ® ^-^ ^^"^" б ө б бө о а жє = 


akato 

Estos: Sí, brevemente, la traducción del teorema es: «Todos /os 
poliedros cuyos circuitos, todos ellos, limitan son eulerianos». El término especifi 
со «poliedro» está sin definir; ya he definido «circuito» y «limitado» 


en términos perfectamente 
Gamma: Se 


һа olvidado usted de la simple conexión de las caras 
Usted ha traducido solamente la simple concxión del poliedro. 
Ем 


LON: Se equivoca usted. Exijo que fodes los circuitos limiten 


incluso los O-circuitos. He traducido «simple conexión de un poliedro» 


como «todos los 1-circuitos y 2-circuitos limitan» y «simple conexión 
de las caras» como «todos los O-circuitos limitan». 

GAMMA: No le sigo. ¿Qué es un O-circuito? 

EbsiLow: Una O-cadena es cualquier suma de vértices. Un O-circuito 
es cualquier suma de vértices cuy 

Gamma: ¿Pero qué es la fronte 
menos 1-dimensionales. 


frontera sea cero. 
de un vértice? No hay politopos 


Ersuon: Por supuesto que los hay. О, 
conjunto vacío. 
Gamma: ¡E 


, más bien, hay uno: el 


isti usted loco! 


ALFA: Puede que no esté loco. Está introduciendo una convención 
No me preocupa qué herramientas conceptuales utilice, Veamos sus 
resultados. 

Ersttox: No utilizo convenciones y mis conceptos no son «herra- 
mientas». El conjunto vacio es el politopo wenos 1-dimensional. Su 
existencia es para mí más obvia ciertamente que la existencia, digamos, 
de su perro. 

Maestro: ¡Nada de propaganda platónica, por favor! Muestre de 
qué modos sus «Ü-circuitos limitadores» traducen «caras simplemente 
conexas». 

Epson: Una vez que usted se de cuenta de que la frontera de 
cualquier vértice es el conjunto vacio, el resto no ез nada. Según 
mi anterior definición, la frontera de un vértice es el conjunto vacío, 
pero la frontera de dos vértices es cero, debido al álgebra mód2. La 
frontera de tres vértices es de nuevo el conjunto vacío, etc. Asi, los 
números pares de vértices son circuitos, aunque los impares, no. 

Gamma: Así, su requisito de que los O-circuitos debieran limitar 
equivale a exigir que cualquier par de vértices limiten una 1-cadena 
o, en román paladino, a exigir que cualquier par de vértices estén 
conectados mediante algún sistema de aristas. Por supuesto, esto elimina 
las caras anulares. Ciertamente, se trata del requisito que acostum- 
brábamos a Hamar la «simple conexión de caras, tomadas separada 
mente». 


ErstLoN: Dificilmente podrá usted negar que mi lenguaje, que es 
el lenguaje natural que refleja la esencia de los poliedros, muestra por 


lee 


Pruebas y for E 
vez primera la profundamente enraizada identidad esencial de los criterios 
anteriormente desconexos, aislados y ad hoc 


Gast [aparte]: ¡Lo que dificil 


te podré negar es que estoy perple 


jo! Realment 
natural» esté infest 
Aura: Permitame comprobar si comprendo, ¿Dice usted que todos 


más bien extraño que el camino hacia esta «simplicidad 


ida de tales complicaciones. 
los vértices poscen la misma frontera: el conjunto vacio? 
Era: Exacto. 

Aura: Y, supongo que para usted «todos los vértices tienen d 


conjunto vacio» es una axioma, al estilo de «todas las caras tienen 
aristas» o «todas las aristas tienen vértices» 

Epsrox: Exactamente. 

Aura: ¡Pero no es posible que esos axiomas sean del mismo jaz! 
El primero constituye una convención, mientras que los dos últimos 


son necesariamente verdaderos. 
Marstmo: El teorema ha sido traducido. Quiero ver la prueba. 
Бином: Al punto, Señor. Permitame una ligera reformulación del 
teorema: «Todos los poliedros en los que los circuitos y los circuitos limitadores 


coinciden son enlerianos» 

Maestro: Pruébelo. 

Epston: Al punto, Señor. Lo replanteo 19% 

Bera: Pero, рог qué? Ya ha traducido usted todos sus términos 
un poco oscuros a términos perfectamente conocidos. 

Боком: Eso es verdad. Pero la traducción que voy а dar ahora 
es muy distinta. Traduciré el conjunto de mis términos primitivos 
a otro conjunto de términos primitivos que son aún más básicos. 

Bera: ¡Así, que algunos de sus términos perfectamente conocidos 
son mejor conocidos que otros! 

Marsrno: Beta, no le ponga pegas constantemente a Epsilon. Fije 
su atención en lo que hace y no en cómo interpreta lo que hace. 

elante, Epsilon 
cono Si examinamos más detenidamente mi última formulación 
del teorema, veremos que es un teorema acerca del número de dimen- 
siones de ciertos espacios vectoriales determinados por la matriz de 
incidencia 

Bera: ¿Qué? 

Geen un ` Considere nuestro concepto de caden: 
ma. Es esto 


digamos una 1-cade- 


POETE 
donde 0}, ..., 01. son las aristas y ax, ха, „n, 9n son о 0 61 


Te ¡Podria usted enunciar de nuevo el problema? ¿Podría usted enunciarlo de пшехо 
de otro modo?» (Polya |1945), solapa) 


Зеле АХЫ 


al E-dimer 
general, las 
эге el campo 


clases vales módulo 2. Er 


nt ¿mero de &-рој 
los espacios cadena y 


ema dice que «Si /or espacios circuito y lu 


limension de dimensi 


io 1-caden 
2%. Esta es la esencia del teore 


Evle 

Marsrro: Me gusta esta reformulación que ha mostrado realmente 
la naturaleza de sus herramientas simples, tal y como usted nos prometió 
bará usted ahora el teorema de Euler por los métodos 


Sin duda prc 
simples de á 


Veamos su prueba. 


2. Otra prueba de la conjetura 


Ерэпом: Descompongo en dos partes mi teorema. La primera enun- 
cia que los espacios circuito y los espacios circuito limitante coinciden 
y sólo si, coinciden los números de sus dimensiones. La segunda 
e que si los espacios circuito y los espacios circuito limitante tienen 
las mismas dimensiones, entonces el número de dimensiones del espi- 
cio l-cadena más el número de dimensiones del espacio 2-cadena ss 
igual a 2. 

Marsrro: La primera parte es un teorema trivialmente verdade:o 
del álgebra vectorial. Pruebe la segunda parte. 

Ensuón: Nada hay más fácil. Lo único que tengo que hacer es 
retrotracrme a las definiciones de los términos implicados 1%, Escribamos 
primero nuestras matrices de incidencia. Por ejemplo, tomemos hs 
matrices de incidencia de un tetraedro ABCD, con aristas AD, BD, 
CD, BC, AC, AB y caras BCD, ACD, ABD, ABC, Las matrices 
sonn #= 100, según que P. pertenezca o no a Ру Asi, nuestras ma 
trices son 


— cotas definidas por sus definiciones» (Pascal [1699]. 


[1945], solapa y pág. 84). 


Ahora, con ayuda de estas matrices, los espacios circuito y los 
espacios circuito limitante se pueden caracterizar fácilmente, Ya hemos 
visto que las A-cadenas son realmente los vectores 


ГА 
S up 


2; 
Definimos ahora la frontera de un P^ politopo como 


мы, 


X cp 


(Esto, así como las fórmulas que siguen, no es más que una reexposición 
de nuestra vieja definición en notación simbólica.) 
La frontera de una £-cadena Y. x РА es. 


ER Rugg 


4 
4 
€ 
€ 
a 
4 
4 
4 
LI 
LI 
є 
e 
€ 
€ 
H 
e 
é 
€ 
« 
€ 
LI 
LJ 
€ 
€ 
6 
H 
e 
€ 
e 
e 
e 
e 
H 


) 


Una &-cadena, Ex PÎ es un &ircuito limitante si, y sólo si, es | 


ra de alguna (k+ 1)-cadena Ey Р", es decir, si y si existen cocfi 


Es obvio ahora que el espacio circuito y el espacio circuito limitante 

si, el número de sus dimensiones es idéntico; 

es decir, si, y sólo si, el rango del número de solu nt 
de las Na. ecuaciones 

de soluciones independiente: 

cas (2). Ahora bien, se 


ales homogéneas (1) es igual al número 


del sistema de ecuaciones lineales inhomo- 


gún los teoremas de sobra conocidos del 


álgebra lineal, el primer número es N,—p, donde p, es cl rango de 
nl; el segundo número es p, + 1 

Así, lo único que tengo que probar es que si N, — ру = Pi + l, en- 
tonces V — А+С 

LAMBDA: О, «S 4+P ayı, entonces No — N; + Na 
son dimensiones de ciertos espacios vectoriales; p 4, los rangos de ciertas 
matrices. Ya no se trata de un teorema acerca de los poliedros, sino 
acerca de determinado conjunto de espacios vectoriales multidimensiona 
les. 


Ерзп.ом: Ya veo que acaba usted de despertarse. Mientras usted 
estaba dormido, analicé nuestros conceptos de poliedro y mostré que 
son realmente conceptos de álgebra vectorial. He traducido el circulo 
de ideas del fenómeno de Euler al álgebra vectorial, mostrando así 
su esencia. Ahora, cien 

vectorial, que co: 


mente, estoy probando un teorema de álgebra 
tituye una teoría clara y precisa, con términos perfecta 
mente conocidos, axiomas limpios e indubitables, así como con pruebas 
también indubitables. Por ejemplo, considere la nueva prueba trivial 
de nuestro tan discutido teorema: Si №, = p,- Pisy entonces 
No — № + N; Po + Pi — Pi — Pe + з + Pa = ро + рз = 
=1+1=2 ¿Quién osaría dudar de la certeza de este teorema? Así 


pues, he probado el controvertido teorema de Euler con indudable cer- 
teza dos, 


ALFA: Pero, fijese, Epsilon; si hubiésemos aceptado la concepción 


1m Esta prueba se debe э Poincaré (véase su [1409] 


y refuariones sa 
rival de que los vértic poseen frontera, la matriz ^, por ejemplo 
en el caso del tetraedro, hubiera sido 

" A 7 
El rango py hubiera sido O y, consiguientemente, И— A+C= 


1. ¿No cree usted que su «prueba» descansa demasia 


= ру + fs 
do en una convención? ¿Acaso no eligió usted su convención tan sólo 
para salvar el teorema? 

ErsıLoN: Mi axioma relativo a po по era una «convención». po = 1 
posee en mi lenguaje el mismisimo significado real de que un par 
Че vértices limita, de que el entramado de aristas es conexo (con lo 
que se excluyen las caras anulares). La expresión «convención» es 
patentemente confundente, Para poliedros con caras simplemente conc- 
xas, po=1 es verdadero y po =0 єз falso. 

Arta: ¡Mmm! Usted parece estar diciendo que tanto po = 1 como 
ро = 0 caracterizan cierta estructura en espacios vectoriales. La diferencia 
°з que po = 1 tiene un modelo real en los poliedros con caras simplemente 
conexas, mientras que el otro no. 


3. Algunas dudas relativas al carácter final de la prueba. El proce- 
dimiento de traducción y el enfoque esencialista de las defini- 
ciones frente al enfoque nominalista. 


Marsrro: En cualquier caso, hemos 'obtenido la nueva prueba. 
¿Es, con todo, final? 

ALFA: No lo es. Tomemos este poliedro (fig. 29). Posee dos caras 
anulares, delante y atrás, y puede inflarse hasta formar un toro. Además, 


7 wg laie 
рое 16 уана: 24 yn аъ уж 
Bi rai No ereo que e y cusa del fenómeno Euler:Descarte 
уи zem eg Kai 7 Para cual 


MAESTRO: Р 


, Epsilon nunca prometió la finalidad, sino tan sólo 


mayor profundidad de la que habíamos obtenido antes. Ha satisfecho 
ahora su promesa de producir una prueba que explique de un golpe 
tanto el carácter culeriano de los poliedros ordinarios, como el carácte: 
culeriano de los poliedros estrellados. 

Lamba: Es verdad. Tradujo el requisito de que las caras fuesén 
simplemente conexas (es decir, que en el proceso de triangulación cada 
nueva diagonal crease una nueva cara) de tal modo que la idea d 
triangulación desapareciese completamente de él. En esta nueva traduc- 
ción, una cara es simplemente conexa sí todos los circuitos de vértices 
limitan ea ella, ¡requisito que se cumple para los poliedros estrellados 
culerianos! Además, mientras que tenemos dificultades а la hora de 
aplicar a los poliedros estrellados el concepto intuitivo (es decir, no-t 
trellado-imuitivo) de simplemente conexo, debido a Jordan, en la traduc- 
ción de Poincaré desaparecen estas dificultades. Los poliedros estrellados, 

ristas y caras más 
acidencia; no nos ocupamos del problema de la realización 
de un poliedro en un espacio que resulte ser nuestro espacio tridimensic- 
nal y material, aproximadamente euclideo. El pequeño dodecaedro estre- 
llado, por ejemplo, no es ешегапо y no resulta muy dificil trazar 
en él -circuitos que no limiten. 

Bera 
La prueba de Epsilon resulta inmediatamente mås rigurosa y de mis 
alcance. ¢ 

GER 


así como los ordinarios, son conjuntos de vértice 
una matriz de 


Encuentro que esto también cs interesante en otro a 


pecto 


xiste una conexión entre ambas cosas? 
No lo sc. Pero, mientras que nuestro Maestro pretence 
que mi prueba sólo posee más profundidad, yo pretendo que posee absoluia 


relación fue descubierta umas doce veces entre 1812 


е Lhullier [1812-134]. L 


9» Véase más arriba, págs. Hl у sigs. 


Ersnon: Está usted equ г mo le explicaré 
prueba o, mis bien, relativa al caracter final y cierto que usted le 
tribuye. ¿Es de hecho el pi rodelo de su estructura algebraica 

ıl ¿Está usted seguro de qu ducción de «poliedro» 4 

la teoría vectorial es una £ ra traducción? 

EesttoN: Ya he dicho que es verdadera. Si hay que le sorp: 
eso no es razón para dudar. «Yo sigo la gran escue lo: 
que, en virtud de una serie de sorprendentes definicione 
las matemáticas de los escé lo una A 


1 de sus proposiciones» 
Matsrno: Realmente, pienso que este n 


rigi 


do 


ye el meollo de la cuestión de la certeza y carácter final de 


la prueba 


de Epsilon. Creo que podríamos denomina nta de traducció 
Pero, veamos, ¿hay más dudas? 

Gama: Sólo una acepto que su deducción 
es infalible. ¿Está usted seguro de que no puede deducir de sus pren 
la negación de su teorema con la misma infalibilidad? 

Еруцом: Todas mis premisas son 
inconsistentes? 


s. Digamos que 


'erdaderas. do 


podrían ser 


MAESTRO: Aprecio sus dudas, pero yo siempre prefiero un contrae- 
jemplo a cualquier colección de dudas. 

Gana: Me pregunto si mi cilindro no refutará este nuevo teorema 

Ерзпом: Por supuesto que no. En el cilindro, el conjunto vacío 
no limita y, consiguientemente, Po # 1 

Gauna: Ya veo. Está usted en lo cierto. Este argumento, puesto. 
en sus términos perfectamente familiares, claros y distintos, me ha 
convencido inmediatamente. 

EpsioN: ¡Comprendo su sarcasmo! En una ocasión anterior puso 
usted en tela de juicio mis definiciones. Entonces le dije que eran 
de hecho axiomas indubitablemente verdaderos que expresan la esencia 
de los conceptos en cuestión, con la ayuda de la intuición infaliblemente 
clara y distinta. He pensado en ello desde entonces y creo que debo 


Tas pág. 146-148. 
Se tata de una cita de Ramsey |1931], pág. 56. Sólo se ha cambiado una palabras 
él dice «lógicos matemáticos» en vez de «matemáticos», pero eso se debe tan sólo 4 


nó entendía que e procedimiento que estaba describiendo no constitui una EC 


<a novedosa de la lógica matemática, sino un aspecto de las matemáticas «rigurosas 
desde Cauchy, y que las celebres definiciones de límite, continuidad, etc., propuestas 
"mejoradas por Weierstrass están todas ellas en esta linca. Veo que también 

frase de Ramsey (Russell [1959], pág. 12 


por Cauchy 
Russell cit 


menrao"-""n"eo^ne^^no^nono»" """""""""^"a"enreaeeee 


abandonar mi concepción aristotélica de las definiciones, Cuando d 


un término vago, de hecho lo sustituyo por otro nuevo, sirviendo 
el viejo tan sólo como una abreriatara del nuevo. 


Auras Permitame aclarar esto, ¿Qué entiende usted por «definición»; 


peración de la izquierda a la derecha 
о una abreviatura que constituye una operación de la derecha a lá 
izquierda? 

Ensiow: Entiendo la abr 
Creo libremente el sip 


iatura. Me olvido del viejo significado. 


ificad 


de mis nuevos términos, a la vez que 
tacho los viejos términos vagos. También erco librem 
a la vez que tacho los viejos y oscuros. 

Aura: No puede usted evitar ser un extremista; pero, siga 


Eston: Mediante este cambio en mi programa, gano con certe: 
una cosa: una de sus dudas queda con ello elin 
son abreviaturas, entonces no pueden ser falsas. 

ALFA: Pero, pierde usted algo que es mucho más importante. Tiene 
usted que restringir su programa euclideo a las teorías con conceptos 
perfectamente conocidos y, cuando quiera usted incluir teorías con 
conceptos vagos en el ámbito de ese programa, no podrá usted hacerlo 
con su técnica de traducción. Como ha dicho usted, no traduce, sino 
que más bien crea un nuevo significado. Pero, aun cuando intentase 
usted traducir el viejo significado, algunos aspectos esenciales del concep- 
to vago original podrían perderse en esa traducción. Puede que el nuevo 
concepto claro no sirva para la solución del problema al que se orientaba 
el viejo concepto%03, Si considera usted infalible su traducción o si 
deroga usted conscientemente el viejo significado, ambos extremos arro- 
jarên el mismo resultado: puede usted relegar el problema original 
al limbo de la historia del pensamiento, cosa que de hecho no desea 
usted hacer204, Así que, si se tranquiliza usted, tendrá que admitir 


da. Si las definiciones 


3 Un ejemplo clásico de traducción que no satisfizo el criterio (usualmente implicito) 
de adecuación viene dado por la definición decimonónica del área de una superficie, 
que resultó eliminada por el «contraeiemploe de Schwartz. 

El problema es que los criterios de adecuación pueden cambiar con el surgimiento: 
de nuevos problemas capaces de provocar un cambio en el cajón de herramientas conceptual. 
Un caso paradigmático de ese cambio viene dado por la historia de concepto de integral 
Es una verguenza de la presente educación matemática que los estudiantes puedan citar 
exactamente las diferentes definiciones de las integrales de Cauchy, Riemann, Lebesgue, 
ae sin conocer eer cran los problemas que trataban de resolver o cuáles eran los 
problemas en cuyo proceso de solución se descubrieron. A medida que cambian los 
criterios de educación, normalmente las definiciones se desarrollan de tal modo que la 
que satisface todos los criterios зе torna dominante. Es algo que no podria ocurrirle 
a la definición de integral, debido a la inconsistencia de lox eriterios, y por eso el concepto 
hubo de dividirse, Las definiciones generadas por la prueba desempeñan una función 
decisiva, incluso en la construcción de definiciones traductoras, en el programa euclideo. 

%1 Este proceso es muy característico del formalismo del siglo veinte 


M "ie preservar algunos aspectos relevantes del viejo significado, debe 


el abandono del enfoque esencialista seguirá siendo 


de la definie 
una gran retira 
hay teorías euclideas con términos perfectamente conocidos e infe 
afalibles, como la aritmética, la geometría, la lógica y la teoría 
de conjuntos, supongo. Ahora hace que el programa euclídeo consista 

términos oscuros y vagos, así como 
a de la probabilidad, 
venidas de desarrollo 


1 de su programa euclideo original. Epsilon dice ahora 


qu 


en traducir teorias no-euclideas cc 
con inferencias inciertas, como el cáleulo y la teos 
a estas teorías ya cuclideas, abriendo así nuevas a > 
tanto para las teorías subyacentes como para las teorías originalmente 


no-cuclideas. 
Epson: Denominaré teoría dominante a esa teoría «ya cuclidea» 


o teoria establecida 

Gamma: Me pregunto cuál es el campo de aplicabilidad de este 
programa restringido. Ciertamente, no abarcará la física: nunca traducirá 
la mecánica ondulatoria a la geometria, Epsilon quería «salvar las mate 
máticas de los escépticos, en virtud de una serie de definiciones sorpren 
dentes»?08, pero lo que ha salvado a lo sumo son algunas migajas. 

Bera: Tengo un problema relativo a esas definiciones traductoras. 
Parecen ser meras abreviaturas de la teoría dominante y así ser verdaderas 
«por definición». Pero, parecen ser falsables, si consideramos que se 
refieren al dominio no-euclideo?0, 


I ra ERE 
aber рага abreviar ana larga historia», Es curioso de qué modo los nominal 
SEE pueden permanecer ciegos al meollo racional de los argumentos de los 


iscusión rel. 
ndo que su teorema sc EU 


Fraa: Como le he dicho а Кара, mi prueba es infalible. No 


tiene contraejemplo: 
ZETA: ¿Quiere usted decir que eliminaría los los, til 

E OH 1 aria los contraejemplos, tildán 
Erstrox: Ni siquiera un mon: 


ruo puede refutarla. 
Тата: ¿Asi que pretende usted que su, 


jue su teorema seguirá siendo verdade 


aga cualquier соза cn el lugar de sus términos 
perfectamente conocidos? 


EPSILON 


го, aun cuando yo 
P 


Puede usted poner lo que sea en el lugar de los términos 
perfectamente conocidos específicos del álgebra vectorial 
ZETA: ¿No puedo sustituir sus términos 


primitivos no específicos, 
como «todos», «y», « 


vete? 
Pero puede usted po: 

mis términos perfectamente conocidos esp 
por refutación. 

Zera : Lo ha hecho usted; mas, entonces, o puede usted ser ref 
о по ha hecho usted lo que creía hacer. `" ` vis e 

PSILON: No comprendo su oscura intuición. 

Zera: Lo hará, si es que lo desea. Su caracterización de la idea 
de contraejemplo parece razonable. Pero, 
un contracjemplo, entonces el si 
es prec 


r cualquier cosa en lugar de 
ficus, como «vértice», «aris- 


Pienso que con esto be clarificado lo que entiendo 


si es eso lo que constituye 
ignificado de sus «términos perfectamente 
si lo que usted dice está justificado, ese 
nente el mérito de su prueba 
irrefutable, no descansa en el sig 
conocidos» 


Una prueba, si es que es 
ificado de los términos perfectamente 
a irrefuta 


specíficos, de acuerdo con la propia idea de prue 


а las definiciones esencialistas, Popper по presta suficiente at d problema 


sigue a Tarski), la definición de i id Ke 


signos formativos. Puro, le relidez de m 
de la inferenci 


73. Según el (y aquí 
meh válido descansa an sl sobre la Ata de 
А! Прије ordinaria (ө armi, pomerio, МЕ) DL 
traducción que adoptemos. acd 


plenamente el significac ubyacentes по especi 
caso, la aritmética, la lógica, la teoría de conjunto: 

тө en absoluto el significad us términos ifice 
bas, las denomir " les, puesto que no 
bsoluto del sigo términos específicos, Cierta 
de formalida 
erfectamente conocid. términos, que denominaré 


portante. Fijando su significa 


térmil mativos, resulta realmen: 
do, podemos enunciar qué es lo que se puede aceptar como contra 
plo y qué es lo que no. Podemos así regular la marea de contracjemplos. 
Si no hay contraejemplos del teorema, diremos que el teorema es una 
aritmético-teórico conjuntista. 


ma de tautologías, según 


tamtolagía: en nuestro caso, una tauiolog 
Aura: Parece que ten 
la elección que hagamos de las constantes cuasi-lógicas. Pero, veo aquí 


un montón de problemas. Primero, ¿cómo sabemos que una tautología 


эв una buena р 


es una tautologia? 

Kara: Nunca lo sabrá nsted por encima de toda sospecha. Pero, 
si tiene usted serias dudas acerca de una teoría dominante, elimincla 
y sustitüyala por otra teoría dominante 93, 


E шана idolo $ ke EE 
D'EU de que toda la astronomia y toda la fisica podian traducir 


jegos a abandonarla teoria dominante para sustituirla 


"à gran innovación de Descartes consistió en sustituir la morania por el lasket 
Та коега метода del rigor» en maremtcasConsstió de hecho en la restauración 
E ^ icmminan gran parte del desarrollo. 


de la Gesch са general La claboración y bundimiemo de le mecinica 
Ci damian en a пака desempeñó una función centra en la moderna historia 
Gre асас. 1а lucha de la biologia coma su «traducción» a la química y la lucha 


^^^ 


Seeeeseeeeeeeeeeeeeereeessene 


Imre Leer 


Ves ыстап intendo persuni a Lakno para que minas c dogo e 


iones, arrojando todi duda 


e los lemas, sobre 


ers que por fin Zeta haga eapi 
prado la cuestión. De hech 


mi prueta 


pecie probar dek condicional cun rds И lemas incorporo coma acacia 


de un enunciado que se pued DG м 

ER » que se pueda prabar dí nodo, 

е reinterpreten los términos descript e GE 
descriptivos, exte enunciado condicioni seguira siendo 


Ersan: No lo sabemos wes 


se vara de un teorema informal 

además que si se nos pre: ан еи 
v gemis que s se nos presen una pierendidi racha en tal sistema 
Somme la producción de una respuesta en un nimero f 
0:06 una: prueba. Asl > 
У uns trivialdad. 


lógica, Pero, ben 


podemos camp 
pro 


pues, en tales sister Ee 


EE 
топтау отты, que pocas Formales son Sempre td 
ciones de pruebas informales y en que lo problemas planteados acerca de h traducción 
VU es ean район, ¿cimo sabemos que la comprobación de 
NR Lambda, su insaciable sel de certeza se ciendo 

ces he de decirle que no sabemos пай, con cera? Sim embargo, sU deset 


de certeza le está haciendo pla 
Жаке ge de plantear problemas la mar de aburridos J le ciega par: 


де problemas, tendencias his 

tan importantes al menos como а Кеўеш. Матта тема, tals traduction 

acelean el desarrollo tanto de 1a icoria domimant como de la absorbida; aunque más 

dich a seducción se ut er un редис de urere destello a meda 
os débiles de la traducción pasen a primer plano. e 


APÉNDICE 1 


OTRO EJEMPLO DEL METODO 
DE PRUEBAS Y REFUTACIONES 


1. La defensa de Cauchy del «Principio de Continuidad» 


El método de conjeturas y refutaciones constituye un patrón heuristi- 
co muy general de descubrimiento matemático. Con todo, al parecer, 
Sólo fue descubierto en los años 1840, e incluso hoy día les parece 
paradójico a muchas personas. Realmente, en ningún sitio se reco- 
Посе plenamente. En este apéndice, trararé de bosquejar el caso de 
un análisis de la prueba en análisis matemático, así como de dibujar 
las fuentes de resistencia de su reconocimiento y comprensión. Repito, 
antes que nada, el esqueleto del método de pruebas y refutaciones, 
método que ya he ilustrado en mi ejemplo de la prueba que dio Cauchy 
de la conjetura de Descartes-Euler. 

Hay un patrón simple de descubrimiento matemático o del desarrollo 
de las teorías matemáticas informales. Consta de los siguientes estadios: 1 

(1) Conjetura primitiva. 

(2) Prueba (un experimento mental o argumento aproximado, que descompone 
la conjetura primitiva ёл subconjeturas o lemas). 

(3) Surgen contraejemplos «globales» (contraejemplos de la conjetura primiti- 


va), 


(4) Se reexamina la prueba: el Чета enlpable», respecto al que el contratjem- 


T Como ya he señalado, el patrón histórico real puede desviarse ligeramente de еме 
parón hearuco: Asimbmo, el cuarto cuadio puede a veces preceder al tercero (incluso 
Fort un análisis de la prueba ingenioso puede sugerir el contracjemplo. 


dus iain 
rect. 1А я plicito Sg 
primiti nuevo concepto gener е sd 


meollo esencial del análisis de 


la prueba, aunque existen algunos otros estadios normales a 


con {тес 


da pru nede qui‏ ا 
emergiendo así su importancia Ger Are‏ 


(6) Se comprueban las con 
momento de la conjetur 


raejemplos se convierten en ejem 


campos de investigación. io 


Me gustaría considera 


sho ge 
NI hora otro ejemplo. Aquí, la conjetura primitin 
а зи vez continuo. Cauchy fue el que dio por vez primera una pruebs 
a conjetura, cuya verdad se había dado por supuesta en el siglc 
dieciocho, suponiéndose, por tanto, que no precisaba ninguna demos: 
ción. Se consideraba como el cao especial del «anionin, segun d 
cual «lo que es verdadero hasta el límite es verdadero en el limito» 
Encontramos la conjetura y su prueba en el célebre dl о 
de [1821], (pág. 131). 3 
Dado que la «conjetura» se habia considerado hasta entonces come 


Cauchy 


Nota de los Editores 


En otras palabras, este тё 
s LIE Eia palabras, 'odo consta, en parte, de una serie 


tal que Р 8... & P, se 


dominio de objetos intercsantes y parece implicar la p 


ne que es verdadero de algür 


domino de eje iva conjetura C. Puede resultas 
otras palabras, hallamos casos en que C 
guc no sen аш en orras abr hal en que C es falsa (contracjemplor 
do tienen desde P, hasta P, Eso lleva a la ariculación 

vo lema, P»... que también зе refuta con el Contraejemplo (econtracicmpl local 


je = 
i, la prueba original se sustituye por otra nu 
Ast à procis одр P nueva que se puede resumir con el enunciado 


Lr 
La verdad (lógica) de este enunciado condicional ya no queda impugnada por el 
ignada por el comracjem 


plo (puesto que el antecedente es ahora 
plo (puesto a hora falso y, por consiguiente, el enunciado condicional 


ыа Whewell 11858), 1, pág. 152, En 1858, Whewell ена arado diz años por | 
principio surge del principio de continuidad de Leibniz (бал) pig 714). 


Boyer, en su [1030] pág. 256, cim una nueva enunciación caracteri tica 


debida a Lhuilier [1786], pág. 167. زد‎ 


¿Acaso alguien habia criticado la conjetur 
Como veremos, la situación no era tan sencilla como parece. Gracias 
la visión retrospectiva de las cosas, podemos observar ahora que 

los contraejemplos de la conjetura de Cauchy habíar am 

por la obra de Fourier. La Méweire sar la Propagation de la Chalew 

de Fourier? contiene de hecho un ejemp las nociones 

actuales, es una serie convergente de f 


función discontinua de Cauchy; а 


TERE 
cos x — cos 3x + gcos 
Con todo, la actitud del propio Fourier ante esta serie es completamente 
clara (y claramente distinta de la moderna) 


igente en todo pu 
n límite se compone de lineas rectas separa 
al eje de las x e igual a la 


(4) Enuncia que es con 
(0) Enuncia que su func 
das, cada una de las cuales es paralela 
as paralelas están alternativamente situadas por encima 
atre dos de ellas, estando 

" 


circunferencia. Est 
y por debajo del eje, con una distancia de 
unidas por perpendiculares que forman a su vez parte de la 

Las palabras de Fourier acerca de las perpendiculares de la gráfica 
son reveladoras. Consideraba que estas funciones límite eran (en cierto 
Sentido) continuas. De hecho, Fourier consideraba con toda certeza 
que algo era una función continua si su gráfica se podía trazar con 
Ча lápiz sin levantarlo del papel. Así, pues, Fourier no podría haber 
ба contraejemplos del axioma de continuidad de 
a la luz de la subsiguiente caracterización que hizo 


pensado que constr 
Cauchy. Tan sólo 


matiques del año 1812, de cuyo tribunal 
formaban parc Laplace, Legendre y Lagrange. No sé publicó hasta después del libro 
a Ee, de la Chaleur, que apareció en 1822, un año después del libro: 
о de Cauchy, aunque el contenido de la Mémsire ya era entonces de sobra conocido, 

` Fourier, ap. it, secciones 177 y 178. 

3 Después de haber escrito exo, he descubierto que el término «discontinuos aparece 
aproximadamente enel sentido de Cauchy en algunos manuscritos hasta ahora no publicados 
рош (1807) y de Fourier (1809), que fueron estudiados por el Dr. J. Ravetz, 
Чыга me ha permiudo armblemente ver sus fotocopias. Sin duda eso complica mi caso, 
lue no lo refota. Es obvio que Fourier tenía dos nociones de continvidad diferentes 
п о distimos y, ciertamente, esas dos nociones diferentes surgen con toda «rurali 

dominios distintos. Si interpretimos una función como! 


3 Esta Mémoire recibió el grund prix de mathis 


sen x — 1/2 sen 2x + 1/3 sen 3x 


como la posición inicial de una cuerda, se considerará ciertamente como continua, pareciendo, 
апага! cortar las linens perpendiculares, como iba a exigir la definición de Cauchy 
Mera ы imterpretamos esta función como, digamos, una función que representa la temperatu 
bre, la función parecerá obviamente discontinua. Estas consideracio: 


ra alo largo de un al 
1 definición de continuidad de 


тез sugieren dos conjeturas, En primer lugar, la célebr 


e eme e 


enrere 


РРР ттт т т т ет 


Cauchy de la continuidad considerar 

ones límite de algunas series de Fourier y, a: р! 
series comenzaron a considerarse como contraejemplos de la conje 
de Cauchy. Dada esta nueva y anti-intuitiva definición de la continuid 


los inocentes dibujos continuos de F 
plos 


endiablados contrae Se 


lel viejo y bien establecido prim 


continuidad. CS 
cabe duda de que la definición de Cauchy tradujo el concepto 
ar de continuidad al lengu 


fa je aritmético de manera tal que el 


sentido común ordinario» no podía sino asombrarse?. ¿Qué clase de 


continuidad es esa, que si rotamos un poco el gráfico de una función 
continua se convierte en discontinua 2* 


Así, si sustituimos el concepto int 


tivo de continuidad por el de 
Cauchy, entonces (¡y sólo entonces!) el axioma de continuidad parece 
quedar contradicho por los resul 
nuevas defi 


ados de Fourier. Todo esto parece 
tal vez decisivo en contra de las 
ciones de Cauchy (no sólo de continuidad, sino también 
de otros conceptos, como el de límite) 


ento poderoso y 


tros cone o es entonces de е 
que Cauchy descase mostrar que podia probar realmente el 
de continuidad en su nueva interpretación del mismo, sum 


istrando 
соп ello la evidencia de que su definición satisfacia d más exigente 
requisito de adecuación. Consiguió suministrar la prueba y creyó q 
con ello había dado un golpe mortal a Fourier, ese aficionado d 
talento, aunque confuso y carente de rigor, que había puesto en entredi- 
cho inintencionadamente su definición. 

Por supuesto, si la prueba de Cauchy fuese correcta, entonces los 
ejemplos de Fourier, a pesar de las apariencias, no hubieran pódido 
constituir contraejemplos reales. Una manera de mostrar que no eran 
contraciemplos reales hubiera sido mostrar que no eran en absoluto 


Cauchy, que va en cont de la «imierputación de la cuerda de una Bic, puede 
aber sido estimulada por la investigación de Fourier de los tentando ШЫ Gi. En 
segundo lugar, la insistencia de Foutler cn ls perpendiculares de ler gráficos de e 
funciones discontinue (gún la sinterpraación Hel clo) puede habe dl de tm 
даост por по entrar єп confie con el principio de Lea "Nal d бы adit 
colaboración соо), R. Rare), Jue Fari, 17581870 OLET. Prem ТУ 

Y Se tua del sentido comin de la cuerda o del gef 

* мага lu Бата Lo que мы vida A 


una función habría de seguir representando alguna función cuando se for games 
sE puede seguir expicando por la definición e, de comunidad (que e atribuye згини 
camente representable mediante dos foncionet. na " 


Apéndice 1. Otro geng 


ntido de Cauchy 


Se trataba de una intuición plausible. El propio Fourier tenía dudas 
acerca de la convergencia de sus series en esos casos críticos. Constató 
que la convergencia era lenta: «La convergencia no es lo suficientemente 


rápida como para producir un 


a aproximación fácil, aunque es suficiente 


para la verdad de la ecuación 

Retrospectivamente, podemos ver que la esperanza de Cauchy en 
que en estos casos críticos las series de Fourier no convergiesen (con 
lo que no representarian la función) estaba en cierto modo justificada 
por el hecho siguiente. Donde la función límite es discontinua, la 
serie tiende a M f(x 0) + /(х — 0)], y no simplemente a f(x). Tiende 
а f(x) tan sólo si f(x)= is +0) + f(x —0)]. Pero eso no se sabía 
antes de 1829 y, de hecho, la opinión general estaba al principio a 
favor de Fourier más bien que a favor de Cauchy. Las series de Fourier 
parecían funcionar y, cuando Abel, en 1826, cinco años después de 
la publicación de la prueba de Cauchy, mencionó en una nota de 
su [1826], que hay «excepciones» al teorema de Cauchy, ello constituyó 
una doble victoria más bién intrigante: se aceptaban las series de Fouri 
aunque también la sorprendente definición de continuidad de Cauchy, 
así como el teorema que había probado mediante ella, 

Fue precisamente a la luz de esta doble victoria cuando pareció 
que debía haber excepciones а la versión especifica del principio ¡de 
continuidad que estamos considerando, aun cuando Cauchy lo hubiese 
probado impecablemente. 

Cauchy tiene que haber llegado a la misma conclusión que Abel, 
ya que en el mismo año, sin abandonar, naturalmente, su caracterización 
de la continuidad, dio una prueba de la convergencia de las series 
de Fourier?. Con todo, debió de sentirse en una posición muy incómoda. 
El segundo volumen del Cours d Analys nunca se publicó. Y, lo que 
resulta aún más sospechoso, no sacó más ediciones del primer volumen, 
permitiendo que su alumno Moigno publicase sus notas de clase, una 


Op. cit., sección 177. Esta observación, por supuesto, está muy lejos del descubrimiento. 
de que la convergencia es infinitamente lenta en estos lugares, que no tuvo lugar hasta 
después de 40 años de experiencia en el cálculo de las series de Fourier. Adem 
descubrimiento no podría haberse realizado antes de la decisiva mejora que hizo Dirichlet 
de la conjetura de Fourier, mostrando que sólo se pueden representar por series de 
Fourier aquellas funciones cuyo valor en las discontinuidades es 


Vat + A 01 


* Abel [18204], pág. 316. 
* Cauchy [1826]. La prueba se basa en una suposición falsa incorregible (уёме, por 
ejemplo, Riemann, Hee 


que los ¢ Fourier se interpretaban ahora como 
contraejemplos, el го " ente: ¿cómo podia ser falso 
o «sufrir» excepciones un teorema »? Ya hemos discutido cómo 

gente estaba perpleja en el mismo periodo con las «excepciones» del 
teorema de E pesar del hecho de haber s obado. 


La prueba de Seidel del concepto generado por la prueba 


de convergencia uniforme 


» el mundo presentia que este caso de Cau 


mente un rompecabezas inocuo, sino que constituía un defecto 
fatal en el conjunto de las nuevas matemáticas «rigurosas». Dirichlet, 
en sus celebrados artículos sobre las series de Fourier!!, no mencionaba 


funciones discontinuas las series convergentes 


upándose por resolver exact 


mente cómo represent 
de funciones continuas, a la vez que, como es obvio, сга perfectamente 
consciente de la versión del principio de continuidad debida a Cauchy 

A Seidel le correspondió finalmente resolver el enigma, identificando 
el lema oculto culpable en la prueba de Cauchy 12, Mas eso no ocurrió 
hasta el año 1847. ¿Por qué llevó tanto tiempo? Para responder esta 
pregunta, deberemos echar un vistazo más de cerca al célebre descubri 
miento de Seidel. 

Sea Y f(x) una serie convergente de funciones continuas y, para 


coniquier v, define 540) = Lid y OY EL Entonces, н 


quid de la prueba de Cauchy es la inferencia de la premisa 
Dado un £> 0. 
(1) hay un 5 tal que, para cualquier b, si |b| <ë, entonces 
ds + b) — 5,00) < E (existe tal 8, debido а la continuidad de 5,2) 
(2) Hay un N tal que bei. < E, para todo » > N (existe tal 
N, debido a la convergencia de Y Lis) 
[2] un N" tal que [rx + O)| < E, para to 
tal N’, debido a la convergencia de Xf (x + 6)) 
а la conclusión: 
its A. о = Ms Ge + b) + roc E) — 5,(х)— га) 
SIS + b) — 01 + „(х)1 + Irala + Р) 
< Эв, para todo b < ò 


lo» > № (exis: 


10 Moigno [1840-1 
тї Dirichlet [1829]. 
12 Seidel [1847] 


argumento ciado 
ónde está el lema culpabl 
uidadoso (utilizando los 


set b) dere +b) 5) r= LG + 


Nle, z) yb < Bo x, л). 

El lema oculto es que este máximo, max, NIE, q), deba existir para 
cualquier Е fijado. Esto es lo que se llegó a denominar el 
de convergencia uniforme. 


equisito 


Existían probablemente tres impedimentos importantes para llegar 
а este descubrimiento. 

El primero de ellos era el uso vago que hacia Cauchy de cantidades 
«infinitamente pequeñas» 13. El segundo era que, aunque algunos matemáti 
cos hubiesen notado que en esta prueba está implicada la suposición 
de la existencia de un máximo de un conjunto infinito de N, podrían 
haberlo hecho perfectamente sin reparar en ello, Las prucbas de existencia 
en problemas de máximos aparecen por vez primera en la escuela 
de Weierstrass. Mas, el tercer y principal obstáculo era el dominio 
de la metodología euclidea, este mal y buen espíritu de las matemáticas 
de comienzos del diecinueve. 

Pero, antes de discutir esto en general, veamos cómo resuelve Abel 


el problema planteado al teorema de Cauchy por los contraejemplos 
de Fourier. Mostraré que lo resuelve (o, mejor, lo «resuelve») mediante 
el método primitivo de «exclusión de excepciones». 


3. Método de exclusión de excepciones de Abel 


Tan sólo en una nota plantea Abel el problema, que tengo por 
el problema básico fundamental de su célebre artículo sobre las series 
binomiales!5. Escribe: «Me parece que hay algunas excepciones al teore- 


13 Lo que le impidió a Cauchy hacer una clara evaluación critica de su Vieja prueba 
€ incluso formular claramente su reorema en su [1853], págs. 454.9, 

14 Véase más arriba, págs. 4148, 

э» Abel [1826H, pig. 316. 
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made Cauchy», y pone inm le la serie 


еп —1sn29isen фс 16 


Añade Abel qu 


como se sabe, hay muchos más ejemp 


Cuál es el dominio seguro del teorema de Cauchy? 


He aquí su respuesta з esta pregunta: el dominio de validez de 
los teoremas del análisis en general y de los teoremas acerca de b 
ontinuidad de la n límite en particular está restringido a seris 


nes conocidas de este principio de 


trigonométricas, por lo que propuso 
restringir el análisis al interior de las seguras fronteras de las series 


de potencias. Todas las excep 


continuidad básico eran serie 


de potencias, dejando así fuera las queridas series trigonométricas de 
Fourier como si fuesen una jungla incontrolable, en las que las excepcio. 
ncs son la norma y los éxitos, un milagro. 

En una carta а Hansteen, fechada el 29 de marzo de 1826, caracteriza 
ba la «miserable inducción euleriana» como un método que conduce 
a generalizaciones falsas y sin fundamento, preguntándose la razón 
por la cual tales procedimientos han llevado de hecho a tan pacas 
calamidades. Su respuesta es 


medida 
de funciones que se puedan representar mediante series de potencias. Tan pronto como 
aparecen otras funciones (cosa que sólo ocurre rara vez), entonces [la inducción] no 
funciona ya y de esas conclusiones falsas surge un infinito número de teoremas incorrectos, 


A mi modo de ver, la саба estriba en que en análisis se ocupa uno en g 


llevando uno a los demás. He investigado varios de ellos y he tenido la suerte de 
resolver el problema... 


Abd no menciona que exe ejemplo precisamente lo había ya utilizado Fourier 

17 Сана а Hansteen (18264), El resto de la carta no deja de tener interés, reflejando 
el método de Abel de exclusión de excepciones: «Cuando se procede según un método 
general, no resulta demasiado dificil: pero he de proceder con gran circunspección, porque 
fis proposiciones que he aceptado una ver sin prueba rigurosa (es decir, sin prueba 
ninguna) están tan enraizadas en mí, que corto continuamente d riesgo de utilizadas 
Sin más examen». Así, Abel comprobaba estas conjeturas generales una tras otra, tratando. 
Че averiguar su dominio de validez 


Est tesrición cartesiana autoimpuesta а la sere de potencias absolutamente can 
explica el particular interés de Abel por el tratamiento riguroso del desarrollo de Tay or: 
SE teorema de Taylor, la base de todo el cálculo infinitcsimal, no está mejor fundamentado. 

que es la de Cauchy en su Rerum? der өш. 
Zar le call infinitesimal, donde ha demostrado que tendremos 


o) + a dier) + 


Sólo he hallado una demostración riguros 


Pre a+ 


pre que la serie sei convergente; pero se emplea en todos los casos sin prestar 
Mención». (Carta à Holmboê [1825] 


hallamos su famoso teorema (que, según 
pretendo, surgió de adhesión al principio metafísico de Leib. 


niz) en la siguiente forma restringida 


чөе y, para valures tendentes a ccro def, la función /{ +Û) se aproximará indefinidamente 
al limite / а supuestu que a sci menor © igual a8 


historiadores racionalistas de las matemáticas, quienes 


consideran la historia de las matemáticas como la historia de un desarrollo 

neo del conocimiento sobre la base de una metodología inaltera 
ponen que cualquiera que descubra un contriejemplo global 
y proponga una nueva conjetura que no esté sujeta a rel 
medio del contraciemplo en cuestión, ha de 


el correspondiente lema oculto y el concepto generado por la prueba 
De este mod 


tación por 
ubierto automáticamente 


semejantes estudiosos de la historia atribuyen a Abel 
el descubrimiento de la convergencia uniforme. Así, en la autorizada 
Encyclopédie der Mathemraiischen Wissenschaften, Pringsheim dice que Abel 
«demostró la existencia de la propiedad hoy denominada convergencia 
uniforme» 1®, Hardy comparte la opinión de Pringsheim. En su artículo 
[1918] dice que «la idea de convergencia uniforme está inplicitamente 
presente en la prueba de Abel de su famoso їсогета» 20, Bourbaki 
es aún más explícitamente falso; según él, Cauchy 


no percibió al principio la distinción entre convergencia simple y convergencia uniforme 
y se sintió capaz de demostrar que toda serie convergente de funciones continuas tiene 
como suma una función continua. El error fue casi inmediatamente puetto de manifiesto 
por Abel, quien demostró a la vez que toda serie completa [?] es continua en el interior. 
de su intervalo de convergencia, por medio del razonamiento que se ha hecho clásico 
y que utiliza esencialmente, en este caso particula 


la idea de convergencia. uniforme. 
Lo único que restaba era destacar ésta última de un modo general, cosa que hicieron 
independientemente Stokes у Seidel єп 1847-8 y el propio Cauchy en 185321 


Hay aquí tantos errores como fra: 


Abel no descubrió el error de 
Cauchy al identificar los dos tipos de convergencia. Su prueba no 
explota el concepto de convergencia uniforme, como tampoco lo hacía 
Cauchy. Los resultados de Abel y Seidel no están en la relación de 


15 Abel [18266]. 1. pág, 
Francés original al Alemán. 
de módulo pan a. 

9 Pringsheim [1916], pág. 34. 

20 Hardy [1918], pág. 14% 

21 Bourbaki [1949], pág. 65 y [1960], pig. 228. 


314, El texto está traducido del alemán. (Crelle tradujo el 
de los Editores: Parece que Abel se olvidó del signo 


especial» y «ge que est veles totalmente distintos 
nes aceptables lu que ha de restringirse, sino más bie n que 
convergen. De becho, pora Abel m ba que un di mvergencia 
el más simples d secreto de su fingida certeza єп su prueba, en e 
caso de las series «le potencias, reside en sus precavidas (y afortunadas 
definicianes-eero **: como ahora sabemos, en el caso de las series de poten 
cias, la convergencia simple coincide con la uniformed, 

los historiadores, debería 


A la vez que critico псїопаг tan 


К ‹ se ha atribuido 
sólo que el primer contraejemplo del teorema de Cauchy se h 
gencralmente a Abel, Tan sólo Jourdain se dio cuenta de que aparece 
en Fourier. Mas él, siguiendo el espíritu ido, extrae 
de esc hecho la consecuencia de que Fourier, por quien Jourdain sentía 


una gran admiración, estuvo muy cerca de descubrir el concepto de 
convergencia вно, HAF dl кошо, тойа М. АКСЫНЫ 
han fracasado а la hora de constatar que un contraejemplo puede tener 
que luchar por su reconocimiento y, una vez reconocido, puede que 
aún no lleve automáticamente 

generado por la prueba en cuestión. 


lema oculto, y de ahí, al concepto 


= CF mis arriba, págs, 41-48 

^ Hubo dos matemáticos que se dieron снема de que la prueba de Abel no en 
SE impecable, Uno de dios fue «l propio Al, qum se Etc de qum 
Al problema, sunaue sin éxito, en ve articulo publicado portamamcnie, Agur let Sete 
Wat pág. 202). El otro fue Slow, el cocino de la segunda edición de lm Obra: 
Сор de Abal Afali ine ota cea al teorema, en la que seal que en k 
rucha se requiere una convergencia uniforme y no una timple Convergencia, al come 
Мес Abel. Sin embargo, no utiliza el término de sconvergencia ынды» que parcas 
ignorar (la segunda edición del Сөз Ашу айа no habia aparecido), sefriendos 
m sa lugar a uma más recente generalización de du Bow Reymond, que lo único, que 
demuestra es que ni siquiera di labia vino com claridad la naturaleza del fao dc i 
prueba. Rei, en su (1899) rechazó la critica de Sylow con el argumento ingenuo de 
que el teorema de Abel es válido. Reiff dice que mientras que Cauchy fue cl fundado: 
de la scorie de la convergencia, Abel (ue el fundador de la teoría de ia сотая 
dê be series 

збен brevemente los logros de Cauchy y de Abel, podemos dect; Cauchy 
descubrió Ia teoria de a convergencia y divergenta de lu serie finis en Geh 
Hee: y bel, la teoría de la continuidad de las series en su Tras on dhe Dima 
изи» (1899), págs. 1789. 

DE la TU Gd арыды! ua cc de papal eer VOS p 
supuesto, la valider del teorema de Abel se debe a las rontingidisimar definiciones ceo 
y бо a la prueba. El artículo de Abel se publicó más tarde en Ошен) Кшт (N 
70), Leipzig, 1895. En las noras, sc reproducen los comentarios de Sylow sin comentario 
aer 

® Jourdiin [1912], 2, pág: 527 


4. Obstáculos en el camino hacia ei descubrimiento del método 

prueba 
amos al prol 

ás importantes, desde 18; 


1 consiguieron dar con el 
ncillo fallo de la prueba de Cauchy, par así tanto el anális 
de la prueba como el teorema 

La primera respuesta es que no conocían d método de pruebas 
y refutaciones. No sabían que, tras el descubrimiento de un contraejem 
Plo, tenian que examinar cuidadosamente su prueba tratando de hallar 
el lema culpable. Se ocupaban de los contracjemplos globales con 


ayuda 
del heurísticamente estéril método d 


clusión de excepciones 
De hecho, Seidel descubrió el concepto generado por la prueba 
de convergencia uniforme, así como el método de pruebas y refutaciones, 
de un solo golpe. Era plenamente consciente de su descubrimiento: 
metodológico?? que enunció en su artículo con gran claridad 


Partiendo de la еей obtenida certeza de que el teorema no es universalmente válido, 
у de ahi, de que su prueba debe descansar en alguna oculta suposición extra, sc somete 
а prueba a un análisis más detallado. No resulta muy dificil descubrir la hipótesis oculi 
Se puede entonces inferie hacia ais que ема condición expresada por la hipótest ты 
resulta satisfecha por una serie que represente funciones discontinue, pues sólo ам ac 
puede restaurar el acuerdo ente la secuencia, por otro lado correcta, de la prueba y 
lo que se ha establecido por otra partet, 


¿Qué impidió descubrir esto a la generación anterior a Seidel? La 
tazón fundamental (que ya hemos mencionado) era el dominio de la 
metodología euclidea. 

La revolución del rigor de Cauchy estaba motivada por un intento 
consciente de aplicar la metodología euclidea al cálculo?" El y sus 
seguidores pensaban que ста así como podrían introducir la luz necesaria. 
para disipar la «tremenda oscuridad del análisis»?8. Cauchy procedía 
соп el espíritu de las reglas de Pascal: se propuso primero defini 
los términos oscuros del análisis, como límite, convergencia, contin 
dad, ctc., en los términos perfectamente familiares de la aritmética 
Y luego, procedió a probar todo lo que no había sido probado anterior. 


25 Los racionalistas dudan que pueda haber descubrimientos metodológicos. Piensan 
que el método es inalerible y eterno, Realmente, los descubridores metodológicos reciben 
muy mal trato. Antes de que se acepte su método, ёме recibe cl tato dE ита КШ 
excéntrica; después, el de un lugar común trivial 

2% Seidel [1867], pág, 383, 

s: Por lo que respecta а los métodos, he tratado de darles todo el rigor que se 
ШЕ сп geometria, de manera que no haya que recurrir a razones sacadas de la Тепе ыал. 
del álgebra.» (Cauchy [1821], Introducción J 

25 Abel [18260], pág, 263, 


۵ 


AANA 


LIAE EE PS 


Imre Lak 
mente o lo que no era perfectamente obvio. Ahora bien, en el mareo 
Cuclideo, no hay modo de ponerse a probar lo que es falso у, ак, 
hw tenía antes que mejorar el restante cuerpo de conjeturas matemi 
an mojado por la borda la basura falsa. A fin de mejorar la 
Wonjturas, aplicó el método consistente en buscar excepciones Y en 


restringuir el dominio de validez de las conjeturas or 


damente 
de exclusión de excepcione 


enunciadas, a un campo seguro; es dec 


‚ aplicó el método 


En la edición 1865 del Laron: 


sutor (probablemente Catal 


sarcástico l 


caracterizó de un modo más bien búsqueda de contracjem 


plos de Cauchy. Escribía 


ha introducido en la ciencia doctrinas negativas... de hecho, lo que consigue 


dU аы sempre «i mpecio negativo de la verdad; exo es lo que se preocupi 


рог poner en evidencia si hubiese descubierto algo de oro en la rim, habela anunciado 


mundo que la tiza no ема exclasinmante formada por carbonato de cal 


Parte de una сана que Abel escribió a Holmboé constituye un 
elemento de juicio adicional en favor de este nuevo talante escrutador 
de la escuela de Cauchy: 


He comenzado a examinar las más importantes reglas que (en el presente) sancionamas 


va bastante bien 


esperto y а mostrar en qué casos no resultan adecuadas. Eso 
y despierta en mi un interés infinito, 


Lo que los rigoristas consideraban basura sin esperanza, tal como les 
conjeturas acerca de las sumas de series divergentes, cra деыдатене 
entregado a las Hamas. «Las series divergentes», escribía Abel, «son 
COLERE demonio». Lo único que producen son «calamidades y parado- 
jas»? 
PP реко, aunque trataban constantemente de mejorar sus conjetuns 
mediante exclusión de excepciones, la ides de mejorar probando nuna 
Же ез ocurrió. Las dos actividades de conjeturar y probar están rigida- 
mente separadas en la tradición euclidea. A los rigoristas les resultaba 
Siena la idea de una prueba merecedora de tal nombre y que, no obstan- 
и, айп no fuese concluyente. Los contraejemplos eran tenidos por me 
Qus graves y desastrosas: mostraban que la conjetura estaba equivocada 
y que había que comenzar de nuevo a probar, partiendo de cero 

S. ata de algo comprensible a la vista del hecho de que en el 


a útiles restricciones en las afirmaciones demasiado extensas». (Cauchy, 
пз) 

20 Abel [1825], pág. 258. 

э No cabe duda de que los contemporáneos consideraban que esta purga ега «un 
poco brace. (Cauchy, [1821]. Introducción) 

x Abel [1825], pág. 257. 


siglo dieciocho recibía el nombre de prueba un zarrapastroso razona 
miento inductivo*. Sin embargo, no había modo de mejorar esas «prue 
bas». Eran oportunamente desechadas como «pruebas no rigurosas 
esto es, que no constituyen pruebas en absoluto». La 


deductivos ocuparon зи raban infali 


а les. «Hago desapare 
anunciaba Cauchy 


cer toda incert Contra este transfondo 


ha de evaluarse la refutación del teorema «rigurosamente» probado 
por Cauchy. Además, esa refutación no era un caso aislado. La prueba 
rigurosa que dio Cauchy de la fórmula de Euler fue seguida de igual 


isto, por articulos expresando las conocidísimas 


Sólo había dos salidas: o revisar toda la filosofía infalibilista de 
las matemáticas subyacentes al método cuclidco, o bien ocultar de 
algún modo el problema. Veamos primero qué hubiera entrañado la 
cvisión del enfoque infalibilista. Ciertamente, habría que abandonar 
la idea de que todas la matemáticas se pueden reducir a trivialidades 
adubitablemente verdaderas, de que hay enunciados sobre los que 
quivocarse. Habria que abandonar la idea 
de que nuestra intuición deductiva, inferencial, es infalible. Tan sólo 
el reconocimiento de estas dos cosas hubiera podido abrir el camino 
al libre desarrollo del método de prucbas y refutaciones y a su 
a la evaluación crítica de la argumenta 
de habérselas con los contraejemplos* 
La critica matemática quedaba excluida en tanto en cuanto los con 
tracjemplos fuesen una mancha no sólo para d teorema, sino también 


para cl matemático que lo invocaba; en tanto en cuanto sólo hubiese 


licación 
ión deductiva y al problema 


3 EI eformalismos del dieciocho era puro indactivismo, En el prefacio de su [1821] 
la verdad». T Vas 

91 Abel [18264], pág. 263. 

75 Cauchy (18211, Introducción 

+ Nota de las Editores: Nos parece que este pasaje está equi 
dada de que akc, qt tene an ln major У, 


Para Cauchy y Abel, «riguroso» significa deductivo, en 


ocado y no nos cabe 
sideración la lógica formal deductiva 
1o habría cambiado él mismo. La lógica de primer orden ha llegado a una caracterización 
de la validez de una inferencia que hace esencialmente infalible una inferencia válida 
(por respecto а la caracterización de los térmi 


os «lógicos» de un lenguaje). АМ pues, 
o desta ы primers de hs validis mencionadas por Lakatos. Medani 
Am «айа de la pruebas lo bastante bueno se pueden relegar todas las dudas а los 
mat (o antecedentes dil teorema), sin dejar ninguna en la prueba тата. El método 
de pruebas y refutaciones no queda en absoluto tavalidado (co 


sc sugiere en el texto) 

puede que sea con este método con el 

las pruebas, de modo que se expliciten todas las suposiciones necesarias 
жа válida 


que se mejor 
para que la pr 


Imre Lakatos 
pruebas o no-pruebas, pero no pruebas con puntos débiles 
sta del método euclideo el que 

el que en 
nes autoritarios, tradicionales en matemática: 
publicación y discu 


> filosófico infalibi 


que impidiero 
de las conjeturas y que hicieron imposib 
e la crítica matemática, La critica literaria existe, porque 
podemos apreciar un poema sin considerarlo perfecto: : 


la crítica matemá 
tica O científica no puede existir m 


¡entras sólo apreciemos un resultado 
suministra una verdad perfecta, Una 
si prueba; y o prueba о по prueba. 
La idea, tan claramente expresada por Seidel, de que una prob! pecie 
ser respetable sin ser intachable, resultaba revolucionaria en 1847 y 
desaforunadamente, айп parece revolucionaria hoy día 

No es una coincidencia que el descubrim 
y refutaciones 


matemático o científico cuando 
prueba es una prueba tan sd 


to del método de pruebas 
e iese lugar en la década de 1840, cuando el hundimiento 
de la óptica newtoniana (debido al trabajo de Fresnel en las décadas 
de 1810 y 1820) y el descubrimiento de las geometrías no-euclideas 
(debido a Lobatchewsky, en 1829, y a Bolyai, en 1832) hicieron saltar 
en pedazos el orgullo infalibilist 


a detener el progress del 
п que muchos suponen. Los limits exter 
Epi з patear comprendidos cómo abel 
Ч рай estiblecido по ha cominido en mantenere en or leo 6 тобо бе атріаг 
va en conma del método Че ааа sino en realzar expediciones 
de Aach Hate debiera атсан 


ти partes, esos modelos de acabada preci 
del análisis han sido siempre tan impera 
desconocidas han н а 


utilizar métodos 
las dudas sean las de un alumno expectante y no las Че ur 
la experiencia nos ha mostrado que la conclusión defici, 


r preservando el pensamiento; mas illa seda 


¿quién podrá hacer tal cosa con las conclusiones 


Artes del descubrimicnt cbas y refutaciones, 
el problema planteado por la sucesi jemplos, tras un teorema 
mediante el método 
le exclusión de excepciones. La prae uestra el teorema, aunque 


«rigurosamente probado», sólo se podía 


eristico del período). lisas excepciones son luego 


mutación del teorema. 


El dominio del método de exclusión de excepciones muestra cómo 


el método cuclideo puede, en determinadas situaciones. problemáticas 
cruciales, tener efectos deletéreos sobre el desarrollo de las matemáticas. 
La mayoria de estas situaciones problemáticas se plantean en las teorías 
matemáticas en desarrollo, donde los conceptos que están apareciendo 
son los vehículos del progreso y donde los desarrollos más intere 
provienen de la exploración de las regiones fronterizas de los conceptos, 
de su extensión y de la diferenciación de conceptos anteriormente indife- 
renciados. La intuición carece de experiencia en estas teorías en desarro 
llo, por lo que se equivoca y tropieza. No hay teoría que no haya 
pasado por tal período de desarrollo. Además, dicho periodo resulta 
el más interesante desde el punto de vista histórico y debiera ser el 
más importante desde el punto de vista de la enseñanza. No se pueden 
comprender cabalmente esos períodos sin haber comprendido el método 
de prucbas y refutaciones y sin adoptar un enfoque falibilista 

Es esa la razón por la cual Euclides ha sido el genio maligno 
particular de la historia y la enseñanza de las matemáticas, tanto a 
un nivel introductorio como a un nivel creativo, 


a las que nunca se les permite aparecer ante uno? El efecto de una atención exclusiva 
hacia aquellas partes de las matemáticas que no ofrecen oportunidad de discutir puntos 
dudosos es el desagrado ame modos o procedimientos absolutamente. necesarios para 
la extensión del análisis. Si el cultivo de las partes superiores de las matemáticas se 
reservase a personas entrenadas рага ello, podría haber algún atisbo de razón en mantener 
fuera del alcance del estudiante ordinario, no sólo las partes de las ciencias abstractas 
aún no establecidas, sino también las partes puramente especulativas, reservándolas para 
aquellos cuya misión sería hacer claras las primeras y aplicables las últimas. Sin embargo, 
tal como están las cosas, los pocos que en este país prestan atención a cualquier dificultad 
de las maremáticas por sí mismas, llegan а dedicarse a ello por accidente, sta d gasto 
o las circunstancias. Debería aumentarse el número de tales accidentes permitiendo que 
aquellos estudiantes, cuya capacidad les permita leer las ramas superiores de las matemáticas 
aplicadas unidad de ser conducidos al cultivo de esas partes del análisis 
de las que mo tanto d uso actual, cuanto el proceso futuro de las ciencias 
de la materia». (de Morgan [1802], pág, vii). 

3? Según R. B. Besitiwaite, «Euclides, cl buen genio de las imuiembcicas y de da 
ciencia inconsciente de sí misma, ha sido el genio maligno de la filosofia de la ciencia 
y, ciertamente, de la metafisica». (Braithwaite [1935], pág. 353.) Con todo, esta afirmación: 
tiene su origen en una concepción logicista y estática de las п 


En este apén hun discutido los estadios suplementarios 5, 6 

pág. 150) de pruebas y refutaciones, Mencionaría aquí tan 

una búsqueda 3 ў Ge 
forme en otras pruebas (es. 

lamente la refutación jora de otro 

rema demostrado por Ca 

lemostrado por Cauch en 


de que la integral del limite de cual 
ie convergence de funciones continuas єз el limite de la sucesión de las 
rales de los términos o, brevemente, que en cl caso de serie 


tinuas, la operación de paso al limite y de gral SE 
р р y de integr 


эп permutables, Esto һа 
el dieciocho e incluso Gauss lo aplicó 
veces. (Véase Gauss |1813), Knopp [1928] y Bell [1945].) 


falsa estra la integración de'raries, cafiléndose a Moigno (Ses [MES (Sto 

Este retraso а la hora de descubrir que lá demostración de que la integración 
de series depende también de la suposición de la convergencia uniforme, puede 
Salares debida sl hecho de que ét conjetura pri 
vracjemplo concreto tan sólo en 1875 (Darboux 1875), época por la que el anli 
sis de la prueba había ya rastreado la convergencia unforme en la prueba, sin 
que M кийм» habia sido pillado por wm jp La Se de le 
ninos Mie dobles, st 


à fue refutada por un con 


aceptadas de la conjetura primitiva refotda. ¿Podemos rescuar esas consecuen 
е оо conti y de eem den 
187 La етс técnico ж keria, Por ejemplos cra ha plo эриши de la 
prucba de Dirichlet de M corjeturs de Fourier, Da Bole Reymond describe la i 
do una estocada en а corazón, sur dos teoremas ct ve sham perdido ples y ede 
оп golpe а teoria general volvió al estado en que se e de Dic. 
der anes inciso de Рома (Du Bole Rey cx (1879, pág. 120) Ча tea in 
dio (e apis cado dl таш) no comenzó lama los lin ans del uglo 
(Por ejemplo, la obra de Young sobre la dauficación y distribución de puntos de 
Convergencia no uniforme: Young [19034]) 


APÉNDICE 2 
EL ENFOQUE DEDUCTIVISTA FRENTE 
AL ENFOQUE HEURISTICO 


El enfoque deductivista 


La metodología euclidea ha desarrollado un cierto estilo necesario 
de presentación. Me referiré à d como al «estilo deductivista». Este 
estilo comienza con la enunciación de una penosa lista de axiomas, 
demas y]o definicioms. Los axiomas y definiciones parecen con frecuencia 
artificiales y mistificadoramente complicados. Nunca se nos dice cómo 
surgieron esas complicaciones. La lista de axiomas y definiciones va 
seguida por teoremas cuidadosamente expresados. Estos están cargados 
de pesadas condiciones; parece imposible que alguien los haya barrunta 
do alguna vez. El teorema va seguido por la prueba. 

De acuerdo con el ritual euclideo, el estudiante se ve obligado 
а asistir a esta conjura sin hacer preguntas пі sobre el transfondo 
ni sobre cómo se realiza el juego de manos. Si el estudiante descubre 
por azar que algunas de las definiciones inconvenientes están generadas 
por la prueba, si sc pregunta sencillamente cómo es que esas definiciones 
esos lemas y el teorema pueden preceder a la prueba, el autor del 
conjuro lo relegará al ostracismo por esta muestra de inmadurez mate- 
mática 36, 


38 Algunos libros de texto pretenden que mo esperan que el lector posea ningún 
conocimiento previo, sino tan sólo cierta madurez matemática. Lo que eso significa frecuen 
mente es que esperan que el lector esté dotado por naturaleza de la «habilidad» de 
aceptar los argumentos euclideos sin ningún interés antinatural en el transfondo problemiti 
to y en la henristica que está tras el argumento. 


deductivista, todas las proposiciones son verdad 
y todas las inferencias son válidas. Las matemáticas se presentan como 
ün conjunto siempre recien verdades eternas е inmurables, en 
el que no pueden entrar le jemplos, las refutaciones o la crítica 
El tema de estudio se recubre de un aire autoritario, al comenzar 
con una exclusión de monstruos disfrazada, con definiciones generada 

la prueba y con el teorema completamente desarrollado, así como 


d ajerura original, las refutaciones y la crítica de la 
prueba. El estilo deductivi: 
Toda la historia 
del teorema а lo largo del pro 


aprimir la ec 


esconde la lucha y oculta la aventura 


dimiento probatorio se condenan al 


› mientras que el resultado final se exalta al estado de infalibilidad 
sagrada? 

Algunos de los defensores del estilo deductivista pretenden que 
la deducción es el patrón heurístico de las matemáticas y que la lógica 
del descubrimiento es la deducción. Otros constatan que tal cosa 


3» Aún no se ha constatado suficientemente que la educación matemática y científica 
actual es un semillero de autoritarismo, sie 
€ independiente. Mient 
que se acaba de describir, en la ciencia opera mediante el patrón indactirita. 
En la ciencia, existe una larga tradición inducrivista. Un artículo ideal escrito en 
ese estilo comienza con una concienzuda descripción del aparato experimental, seguida 
de la descripción del experimento y su resultado. El artículo puede terminar con ana 
«generalización», La situación problemática, la conjetura que el experimento ha de contras 
Ue, permanece oculta. El autor die de una mente vacia y virgen. El artículo lo 
entenderán tan sólo aquellos pocos que conocen de hecho la situación problemática 
E carlo lnductivista refleja la pretensión según la cual el científico comienza con la 
mente vacia, cuando en realidad empieza con ella llena de ideas. Este juego sólo lo 


el peor enemigo del pensamiento critico 


jue en matemáticas este autoritarismo sigue d patrón deiere 


pueden jugar, y no siempre con éxito, un selecto gremio de expertos y sólo ellos pueden 
Trguirlo. Como su gemelo (que no contrapartida) deductivista, el estilo inductivista, presen 
dendo ser objetivo, alimenta de hecho un lenguaje gremial, atomiz la ciencia, aboga 
la crítica y hace que la ciencia sea autoritaria. En tal presentación, nunca pueden aparecer 
ontracjemplos: se parte de observaciones (no de una teoría) у, como es obvio, a menos 
que se tenga una teoría previa, no se pueden observar conraejemplos. 

40 Estas personas pretenden que los matemáticos parten con la mente vacía establecen 
axiomas y definiciones a su antojo en el curso de una actividad juguetona, libre y creativa 
y sólo en un estadio posterior deducen los teoremas de esos axiomas y definiciones. 
Si los axiomas son verdaderos para alguna interpretación, los teoremas tambié 
La correa de transmisión de la verdad matemática no puede fillar. Tras nuestro ejemplo 
del procedimiento de prueba, eso c» algo que se puede eliminar como argumento en 
defensa del estilo deductivista en general, si no aceptamos restringir las matemáticas 


a sistemas formales. 

Ahon bien, mientras que Popper mostró que quienes pretenden que la inducción 
es la lógica del descubrimiento científico estin en un error, estos ensayos pretenden 
mostrar que quienes pretenden que la deducción es la lógica del descubrimiento matemático 


енда también en un error. Mientras que Popper ha criticado el estilo inductivista, estos 


ensayos intentan criticar el estilo deductivista 


no es cierta, pero de ello sacan como consecuencia que el descubrimiente 
; es una cuestión completamente arracional. Así, pretenderán 

e racionalmente, habrá de pre tilo deductivista 

hoy en día, disponer rgumentos en favo 
deductivista. Uno de ellos se basa en la idea de que la 

es racional y deductivista. El segundo argumento se basa 

a de que la heurística no es deductivista, aunque tampoco 

Hay también un tercer argumento. Algunos matemáticos profesiona 
les a los que no les gustan los lógicos, os y otros Seres extravagan. 
tes que interfieren en su trabajo dicen frecuentemente que la introducción 
del estilo heurístico exigiria escribir de nuevo los libros de texto y 
los haría tan largos que nunca se podrían leer hasta el final. También 
los articulos se alargarían mucho? La respuesta а este argumento 


pedestre es: intentémoslo. 


41 Esta doctrina forma pare esencial de la mayoría de las diversas filosofias de las 
matemáticas. Cuando hablan del descubrimiento, los formalistas distinguen el contexte 
Ж desabramiento y cl contexto de justificación. «E contexto. de descubrimiento зе deja al 
“análisis psicológico, mientras que 1а lógica se ocupa del contexto de justificación», (Reichen. 
bach (1947), pig. 2) Un punto de vista similar puede encontrarse en R, B. Brathwaite 
T1935], pág. 27 e incluso en Popper [1950]. pigs 31:2, así como en su [1935]. Cuando 
(en 1934, de hecho) Popper dividía los aspectos del descubrimiento en psicología y 
lógica, de tal modo que no quedase lugar para la heurística como campo de investigación 
independiente, ез obvio que aún no se había dado cuenta de que su «lógica del descubrimien. 
хо» era algo más que el mero patrón estrictamente lige del progreso de la ciencia. E 


es la fuente del carácter paradójico del título de su libro, cuya tesis parece tener dos 
caras: (a) no hay um lógica del descubrimiento cientifico, tanto Bacon como Descartes 
Estaban equivocados, y (P) la logica del descubrimies 

y refutaciones. La solución de esta paradoja está a la mano: (a) no hay lógica (ија йла 
del descubrimiento científico que conduzca infaliblemente a resultados, y fb) exis 
lógica falibilist del descubrimiento que es la lógica del progreso ci 

que ha echado las bases de ate lógica del descubrimiento, no estaba interesado en la 
meta-pregunta de cuál era la naturaleza de esta investigación, por lo que по se dió 
cuenta de que no es ni la psicología mi la lógica, sino una disciplina independiente, 
ja lógica del descubrimiento, la heurística 


cientifico es la lógica de conjeturas 


vin Mas Popper, 


Si bien Рау que admitir que serían también muchos menos, puesto que la enunciación 
de la situación problemática mostraría de un modo demasiado obvio la inanidad de 
bastantes de cl 


Seeeeeeeeeeeeeeee 


2. El enfoque heuristico. Conceptos generados por la prueba 


epis matemáticamente importantes generados por la prueba. Esp 
estos análisis muestran la ventaja de introducir elementos 
no ya se ha mencionado, el estilo deductiv даја las definicio. 
.encradas por la prucba de sus «pruebas-antepasadas» y las presenta 
lamente de un modo artificial y autoritario. Oculta los contracjem: 
lobales que han llevado a su descubrimiento. Por el contrario, 
estilo heurístico pone en el candelero esos factores y hace hincapié 
en la situación problemática: hace hincapié en la «lógica» que ha dado 
à luz al nuevo concepto. 
el concepto generado por la prueba de convergencia uniforme que 
hemos discutido más arriba (apéndice 1). Tanto en éste como en otros 
ejemplos, suponemos ciertamente que se está familiarizado en cierta 
medida con los términos técnicos del método de pruebas y refutaciones. 
Pero ello no resulta más exigente que el requisito usual de familiaridad 
con los términos técnicos del programa euclideo, como axiomas, tér- 
minos primitivos, etc. 


(a) Convergencia uniforme 


Tesis. La versión especifica del principio leibniziano de continuidad, 
que enuncia que la función limite de una sucesión convergente 
de funciones continuas es continua. (Conjetura primitiva) 

intitesis, La definición de continuidad de Cauchy eleva la tesis a un 
nivel superior. Su decisión definitoria legaliza los contraejemplos de 


Fourier. Esta definición excluye al mismo tiempo el posible.compro- 
miso cosistente en restaurar la com 


auidad mediante líncas perpendi- 

culares y así da lugar, junto con algunas series trigonométricas, 
al polo negativo de la antítesis. El «polo positivo» se fortalece 
con la prueba de Cauchy que será la prueba-antecesora de la conver- 
gencia uniforme. El «polo negativo» se fortalece con más y más 
contraejemplos globales de la primitiva conjetura. 

Sintesis, El lema culpable, respecto al cual los contraejemplos globales 
son también rales, queda identificado: la prueba se mejora, así 
como la conjetura. Los constituyentes característicos de la síntesis 
emergen; el teorema y con él el concepto generado por la prueba de 
convergencia uniforme. 


эз Por alguna razón, en ciertos libros de texto se señala la convergencia uniforme 
como tema de tratamiento excepcional (cuasi heurístico). Asi, por ejemplo, W. Rudin, 
та зи [195], introduce primero una sección: «Discusión del Problema Principal» (pig. 


Creo que кө S эй 
cn general los diversos desarrollos matemáticos 
de sus atractivos posee sus peligros.) El concepto hegclian 
que subyace al lenguaje es más o menos cl siguiente 
matemática es una actividad humana. Ciertos aspecto: 


s de cualquier actividad humana, se pueden estudiar con 


zia, y otros con la historia, La heurística no se interesa primaria 
mente por esos aspectos; pero la actividad matemática produce matemáti- 
de la actividad humana que la ha estado produciendo. Se convierte 
cn un organismo viviente y cn desarrollo que adquiere una cierta autonomía 
respecto a la actividad que la ha producido; desarrolla sus propias 
genuinamente creativo no es más que una personificación, una encarna 
Dun de esas leyes que sólo se pueden realizar en la acción humana. 
Su encarnación, con todo, rara vez es perfecta. Tal como aparece 

la historia, la actividad de los matemáticos humanos no es más que 
una chapucera realización de la m: léctica delas ideas matemá 
ticas. Pero, cualquier matemático que tenga talento, chispa y genio, 


115), en la que expone la conjetura primitiva y su refutación, y sólo después introduce 
dcimición de camergenci uniforme. Esta presentación tene dos puntos débiles: (a) 
Kor po A es verdadera o falla, mostrando su falsedad con ejemplos 
Че obra conocidos. Pero, al hacer eso, no supera el estilo infalibilista; en su asitudción 
Problemáticas no hay conjetura, sinu más bien una pregunta tajante y sofisicada, seguida 
Рог ша ejemplo (no un conttacjempio) que suministra la respuesta sin el menor titubeo. 
PD) Жый to шеша que cl concepts de conweipenia uniforme surja de la prueba, 
Dio que más bien, según su presentación, la definción precede а la prueba. No podría 
do ex el elo Ven dado primero la prueba 
gal y do ари la refutación seguida de la procbr mejorada y de la definición 
enda! EE habria mostrado el movimiento de las matemáticas «eternamente 
Bae Па (йыйды de los matemáticas infalibles», cosa inconsistente eon la tradición 
йез. (Ты vez deberia añadir que ско el libro de Rudin porque es uno de los mejores 
heer de teno de eo adición) En d prefacio, por тріо, dice Rudin: «Parece 
impononte, especialmente para el principiante, ver explictamente que las hipótesis de 
eremi (dm realmente "хез нә pura asegurar la valider de las conclusiones. А 
не in, sc ha incluido e c exa un buen nimero de comnciemplow. Degrcidumente 
Se ut de comracjemplos inventados, ya que de hecho son ejemplos de lo listos que 
КЫН Dead: м indic an e шогена todas lar Бурака Mas no dice de dónde 
D диз рда; mo dicc que vienen de las ideas de prueba y que el teorema 
Wa ge de la cabeza del matemático al modo en que Palas Atenea salió totalmente 
Smads dela cabeza de Zeus. Este uso de la palabra scontraciemplo» no debiera engañarnos, 
фасон esperas vn etio faliblista, * Naz de lr Editer: Todas las consideraciones 
as seta de la ома de Rudin se basan cn la primera edición del libro. Л 
тойо les prese quc cla Lakatos зе hallan en la segunda edición, aparecida en 1964 


ема en comunión c c la absorción de y lece esta dialéctica 
lc ideas 

` Ahora bien, la heuristic ocupa de la dialéctica autónoma de 
las matemáticas v no de su historia, si bien sólo puede estudiar su 
objeto mediante el estudio de la historia y mediante la reconstrucción 


racional de la m 


») 


ción acotado 


acotada en los libros « ? 


to de análisis constituye un bello ejemplo 


del estilo deductivista autoritario. Tomemos de nuevo cl libro de Rudin. 
Hacia la mitad del capítulo dedicado a la integral de Riemann-Sticltjes, 


troduce repentinamente la definición de funciones de variación acotada. 


620. Definición. Definase f sobre [a, b). Ponemos 


(7) vq) 


= sup Bd Sal, 


donde sup se toma sobre todas las particiones de [a, b), y denominamos а 
V() la variación total de f sobre [а, b] ®, 


¿Por qué habríamos de interesarnos precisamente por este conjunto 
de funciones? La respuesta deductivista es: «espera y verás». Así, que 


M Esta idea hegeliana de la autonomía de la actividad humana alienada puede darnos 


o redee pre ele pia 


Nota de lr Editores: Estamos seguros de que Lakatos habria modificado este pasaje 
en algunos aspectos, pues la рита de su tansfondo hegelano se fue haciendo más 
y mn debi medida que peres su jo Con оо. mano, la cuenca en 
a importancia central de reconocer la autonomia parcil de los productos de la empresa 
imelecual humana. En este mundo del contenido objetivo de las proposiciones (Popper 
Чё en llamarlo el tercer mundo»; vésse su (1972), los problemas existen (causados 
por ejemplo. por las inconsitencias lógicas entre proposiciones) independiemcmente de 
ue los conozcamos; por tanto, podemos durabrir (mis bien que inventar) problemas 
irrcecruses. Pero, Lakatos Kat a creer que esos problemas no «exigían» una solución 
m'en э propia шоо; рок а Somo, pr lución e preci del ingre 
humano (que puede tener ési o no tenerlo) Este punto de vista сий presagiado еп 
la celica a Marx de la ota anterior. Ен т 
` Rudin [1953]. págs. 99-100 


esperemos, sigamos la exposición e inten er. La definición 
seguida de ejemplos ingeniad ra dar al lector alguna idea ace 
Jei dominio del concepto (es y algunas cosas semejantes lo qui 
acen que el libro de Rudin tcxordinariamente bueno dene 
de la tradición deductivista). Sigue después una serie de teoremas (6.22, 
6.24, 6.25). Luego, de pronto, viene la siguiente proposición 

rolarío 2. es de variación acotada y g es continua en [а, P], entonce 


Ve Sr o 


ae es la clase de las funciones de Riemann-Sticltjes integrables res 


pecto a g.) 

Podríamos interesarnos más en esta proposi 
realmente por qué son tan importantes las funciones integrables de 
Ricmann-Stieltjes. Rudin ni siquiera menciona el concepto intuitivamen 
te más obvio de integrabilidad; a saber, la integrabilidad de Cauchy, 
cuya crítica condujo a la integrabilidad de Riemann. Así, llegamos 
aparecen dos conceptos místicos, variación 


ión si comprendiésemos 


ahora a un teorema en el que 
acotada e integrabilidad de Riemann. Mas dos misterios no contribuyen 
a la comprensión. £O, tal vez es así р; 

e inclinación a seguir una cadena abstracta de pensamiento»?4? 

Una presentación heurística hubiese mostrado que ambos conceptos, 
la integrabilidad de Riemann-Sticltjes y la variación acotada, son concep- 
tos generados por la prueba que se originan en una y la misma prueba 
la demostración de Dirichlet de la conjetura de Fourier. Esta prueba 
suministra el transfondo problemático de ambos conceptos. 

Ahora bien, la primitiva conjetura de Fourier'? no contiene ningún 
término místico. Este «antecesor conjerural» de variación acotada dice 
que cualquier función arbitraria resulta desarrollable en series de Fou- 
fier 50, lo que constituye una conjetura simple y de lo más interesante. 
La conjetura fue probada por Dirichlet’. Este examinó cuidadosamente 


quienes poseen la «capaci 


м Ibid., pág. 106. 

а Rudin [1953], Prefacio. 

ж La prueba y el teorema que la res le hecho en el libro de 
Rudin aunque sc ocultan en el ejercicio 17 del capítulo 8 (pig. 164), estando totalmente 
desconectador de los dos conceptos anteriores que se introducen de un modo autoritario, 

49 Fourier [1808], pág. 112. 

ж «Desarrollable en series de Fourier» quiere decir «desarrollable en una serie trigono- 


métrica con los coeficientes de Fourier 

1149] y [1837]. Hay muchos aspectos interesantes del iransfondo de 
ема prueba en los que desgraciadamente по podemos entrar; por ejemplo, el problema 
dcl valor de la mprucbas original de Fourier, la comparación de las dos pruebas subsiguientes 
Че Dirichlet y la aplastante critica que hace Dirichlet de la anterior prueba de Cauchy 
[1826] 


ba y mejoró la conjetura de Fourier incorporándol 
condiciones. Esas condiciones son las famosas condiciones de 
El teorema resultante es el siguiente: Son desarrollables en 


as las funciones (1) cuyo valor en un punto de 


Todas estas condiciones se desprenden de la prueba. El análisis 
le la prueba de Dirichlet estaba equivocado tan sólo por lo que respecta 
a la tercera condición: de hecho la prueba descansa tan sólo sobre 
la variación acotada de la función. Se criticó el análisis de la prueba 
de Dirichlet y su error lo corrigió C. Jordan en 1881, quien se convirtió 
en el descubridor del concepto de variación acotada. Sin embargo, 
no fue él quien inventó el concepto, no fue él quien lo «introdujo»*, 
sino que más bien lo descubri en la prueba de Dirichlet en el transcurso 
de un reexamen críticoó4 

Otra debilidad de la prueba de Dirichlet venía dada por su uso 
de la definición de Cauchy de la integral, que es una herramienta 
útil sólo para funciones continuas. Según la definición de Cauchy 
las funciones discontinuas no son en absoluto integrables e ipso facto 
по son desarrollables en series de Fourier. Dirichlet evitó esta dificultad 
considerando la integral de una función discontinua como la suma 
de las integrales en esos intervalos en los que la función era continua 
Eso se puede hacer fácilmente si el número de discontinuidades es 
finito, aunque lleva a dificultades si es infinito. Esa es la razón por 


5t Deberíamos mencionar aquí que la prueba de Dirichlet no se vió precedida o 

estimulada por contracjemplos de la conjetura original de Fourer (véase la nota 9 dd 

der de esta prueba era el conjumo vacio) Lor 

Sólo fueron sugeridos por los lemas de la prucbs de Dirichlet 

especialmente por el primero. Aparte de esto, el primer contracjemplo de la conjerura 

Че Fourier no lo presentó hasta 1876 du Bois-Reymond, quien halló una función continus 
¿que no ега desarrollable en series de Fourier. (Du Bois-Reymond [1876]. 


2 la que se recurre muy а menudo en la historia scr al estilo deductivial 

f Veni Jordan [1881] y Jordan (1893). pág. 241. El propio Jordan subraya que 
а no modiñca la praebe de Dirichlet, sino tin sólo su eem (e. la demamración 
de Dirichlet resul asî aplicable sin modificación a toda función donde la саса 
se linis.) Con tado, Zypmund sul equivocado cusndo dice que el мега de Jordan 
emis general sdo en aparienca» que el de Dirichla (Zygmund 11935. pág. 25) 
Eso es cierto aplicado a la prueba de Jordan, aunque no a su teorema. Pero, М mismo 
tempo es conundane dede que Jordan маат «I teorema de Dic М domini 
más general de las funciones de variación acosada. (V. Seen Каву [1934]. pág 
Da unión Cosa uem ur siae a de шрны del end del iri 
са sa Eet Нашен а зы [1930]. No se de Cuenta de que à prueba de Dirichla 
Ze del concepto generado por la prucbe de variación acotada 


Apéndice 2. El enfoque de 


la que Riemann criticó el concepto de al de Cauchy c inventé 

Asi, las dos misteriosas definiciones de variación acotada y de integral 
de Riemann quedan enfzamert, privadas de su magia autoritaria, Su 
origen se puede rastrcar hasta una situación problemática clara y hasta 
la crítica de los intentos previos de solucionar esos problemas. La 
primera es una definición generada por la prueba, formulada tentativa 
mente por Dirichlet y finalmente descubierta por C. Jordan, crítico 
del análisis de la prucba de Dirichlet, La segunda definición procede 
de la crítica de una definición anterior de la integral que resultó ser 
inaplicable a problemas más complicados. 

En este segundo ejemplo de exposición heurística, hemos seguido 
el patrón popperiano de la lógica de conjeturas y refutaciones. Este 
patrón sigue la historia más de cerca que el hegeliano, que desestima 
el «ensayo y error» como una apreciación humana burdamente miope 
del desarrollo necesario de las ideas objetivas. Pero, aun en una heurística 
racional de corte popperiano, hay que distinguir entre los problemas 
que se propone uno resolver y los problemas que de hecho se resuelven; 
hay que distinguir los errores «accidentales», por un lado, que desapare- 
cen simplemente y cuya crítica no desempeña ninguna función en el 
ulterior desarrollo, de los errores «esenciales» que, en cierto sentido, 
se conservarán tras la refutación y en cuya crítica se basa el desarrollo 
ulterior. En la presentación heurística, los errores accidentales se pueden 
omitir sin pérdidas, puesto que ocuparse de ellos es una tarca que 
sólo compete a la historia 

Tan sólo hemos esbozado los cuatro primeros estadios del procedi- 
miento de prucba que ha llevado al concepto de variación acotada. 
Aquí tan sólo apuntamos el resto de este intrigante acontecimiento. 
El quinto estadio, la cacería en otras pruebas del concepto generado 
por la prueba recientemente hallado, llevó inmediatamente al descubri- 
miento de variación, acotada en la prucba de la conjetura primitiva 
de que «todas las curvas son rectificables»**, El séptimo estadio nos 
lleva a la integral de Lebesgue y a la moderna teoría de la medida. 


Nota histórica. A la historia contada en el texto se pueden añadir algunos 
detalles heurísticamente interesantes. Dirichlet estaba convencido de que los con- 
traejemplos locales de sus lemas segundo y tercero т eran globales; estaba conven 
cido, por ejemplo, de que todas las funciones continuas, independientemente del 


55 Para la lista de los estadios normales del método de pruebas y refutaciones, df 
las págs, 149-150, 

38 Um vez más, du Bois-Reymond fue un precursor de este descubrimiento ([1879], 
[1885]: y una ver más también, fue el admirablemente agudo C. Jordin su descubridor 
(Jordan [1887]. págs. 593-8 y [1823], págs. 100-8) 
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Pero, la tares a realizar con toda la claridad deseable exige algunos detalles íntimamente 
ligados а los principios fundamentales del cálculo infinitesimal, que serán presentados 


Sin embargo, nunca publicó la nota prometida, Fue Riemann quien, al criticar 
el concepto de integral de Cauchy, clarificó estos «detalles intimamente ligados 
a los principios fundamentales del cálculo infinitesimal» y quien, al articular 
los vagos presentimientos de Dirichlet y al introducir una técnica revolucionaria, 
introdujo el análisis matemático y, ciertamente, la racionalidad en el dominio 


Algunos historiadores infalibi vatermáticas utilizan aquí una técnica 


en una ùnica acción de intuición in arribuyendo a Dirichlet la madurez 
tas posteriores. Los histori: históricos atribuyen nuestro co 
derno de función real a Dirichlet y, consiguientemente, h 


dan el nombre de concepto de función de Dirichlet. E. T. Bell afirma en su 
ig. 293, que «la definición de P. G, L. Dirichlet de una función (de 
imérico) de variable (real, de valor numérico) como una tabla, correspon- 


dencia o correlación entre dos conjuntos de números apuntaba a una teoría 
de equivalencia de conjuntos de puntos». Bell da como referencia: «Diric 
Werke, 1, pág. 135». Pero, no aparece allí nada de ese estilo. Dice Bourbaki: 
«Se sabe que, en esta ocasión, Dirichlet, al precisar las ideas de Fourier, definió 
la noción general de función tal como la entendemos hoy día», (Bourbaki 
11960], pág. 247.) «Se sabe», dice Bourbiki, pero: no da ninguna referes 

En los libros de texto más clásicos (por ejemplo, Pierpoint [1905], pág. 120) 
hallamos la consideración de que este concepto de función real use debe a 
Dirichlet». Ahora bien, no aparece en absoluto tal definición en las obras 
de Dirichlet, Sin embargo, existen amplios elementos de juicio en el sentido 
de que no tenía la menor idea de este concepto. En su articulo de [1837]. 
por ejemplo, cuando discute las funciones continuas «a trozos», dice que en 
los puntos de discontinuidad la función tine dor valores 


La curva, cuyas coordenadas х e y se denotan por medio de B y $ ($) respectivamente, 
consta de varas partes. En los puntos sobre el eje de las x, correspondientes a cienos 
valores particulares de $, las sucesivas porciones de la Cura енда беконды: 4 
cada una de tales coordenadas x le corresponde de hecho 2 coordenadas у una de las 
cuales pertenece а la porción que termina en ex punto y la otra a la porción que 
all comensa. En lo que sigun verb nocenare SNE ones dos valore de $ (f) 
Spe denotaremos mediante (B0) y $ + 0) 


Estas citas muestran más allá de toda duda razonable cuán lejos estaba Dirichlet 
de la «concepción de función de Dirichlet». 

Quienes asocian а Dirichlet con la «definición de Dirichlet» están pensando 
normalmente en la función de Dirichlet que aparece en la última página de 
su artículo de [1829]: una función que es O donde x es racional y | donde 
x es irracional. De nuevo, el problema es que Dirichlet seguía sosteniendo 
que todas las funciones genuinas son de hecho desarrollables en series de 
Fourier (construyó esta «función» explicitamente como un monstruo). Según 
Dirichlet, su «función» no constituye un ejemplo de una función real «ordinaria», 
sino de una Función que en realidad no merece tal nombre. 

Es curioso que quienes se las han arreglado para encontrar la definición 
de Dirichler de función a pesar de su ausencia, no hayan tenido en cuenta 
los títulos de sus dos artículos, que se refieren al desarrollo de cualesquiera 
funciones «completamente arbitrarias» (garg wil/kurliche) en series de Fourier. 
Mas eso significa que, según Dirichlet, la función de Dirichlet está fuera de 
esa familia de «funciones completamente arbitrarias» y que la considera como. 


x dinaria» tenía que tener ы 
De hecho, 


<irccho que Dirichlet tenía de función, con ocasión de su critica al concepi 
integral de Cauchy us correcciones ad бог debidas a Dirichle 
Riemann mostró que si ampliamos el concepto de integral, entonces una función 
mostruosa que sea discontinua para todo número racional del tipo |20, dond 
es un número impar, primo respecto a a, es integrable aunque sea discontinua 
en un conjunto denso en todo punto. Por consiguiente, esta función tan próxima 
al monstrvo de Dirichlet es ordinaria. (Nada había de «arbitrario» en la extensión 
le Riemann del concepto de integral; su paso revolucionario fue preguntarse 
qué tipo de funciones son desarrollables en series de Fourier. Su objetivo 
era extender tanto el concepto de integral, que todas las funciones que son 
amas de series trigonométricas fuesen integrables y, por ello, desarrollables 
en series de Fourier. Se trata de un bellísimo ejemplo de instrumentalismo 


conceptu: 

Tal vez debiéramos identificar aquí al origimidor del cuento relativo al 
establecimiento por parte de Dirichlet de «la definición de función de Dirichlet». 
Fue Н. Hankel quien, al analizar el desarrollo del concepto de función ([1882], 
págs. 63-112), explicó cómo los resultados de Fourier destruyeron el viejo 
concepto de función; a continuación, prosigue 


ación debiera 


ме imac baiindose en que wl condición carece de significado; Y. segundo, a la 
Vi que se cortaba cse nudo, suministrar la siguiente explicación. Una función se denomiaa 
АЗ аа ce jes del vere s ta Un dama ierra la entverponde ua valot 
Аай de у, y шо al margen de que у dependa de x según la mama ley cn todo 
S intervalo у de que esa dependencia зе pueda expresar mediante operaciones matemáticas 
Айкын 3 Dirichlet esu definición puramente nominal, porque exi a la bise de su 
abajo sobre seriet de Fourier, que ha demostrado el rice! insostenible de se concepto 


(©) La definición de Caratbiodory de conjunto medible 


El paso del enfoque deductivista al heurístico resultará sin duda 
difícil; pero algunos maestros de matemática moderna ya se dan cuenta 
de su necesidad. Pongamos un ejemplo. En los libros de texto modernos 
sobre la teoría de la medida o la teoría de la probabilidad nos enfrentamos 
frecuentemente-con la definición de Carathéodory de conjunto medible 


Sea и * una medida exterior sobre un anillo o hereditario Н. Un conjunto 
E en Н es и* medible si, para todo conjunto A de H, 


wA) e CA Bt SE) 


“Tal como está, la definición tiene que resultar sorprendente. Por 
supuesto, siempre está la salida fácil: las matemáticas definen sus concep- 
tos como les da la gana. Pero, los maestros serios по utilizan este 


эз Halmos [1950], pág. 44. 


Apéndice 2. Ki ento veta frente al en itin 
refugio fácil. Tampoco pueden decir que ésta es precisamente la defini 
ción verdadera y correcta de mensurabilidad y atuición matemática 
madura lo vería asi. De hecho, normalmente, apuntan más bien vagamen 
te a que deberíamos fijarnos en las conclusiones que luego se sacarán 


de la def 


ición: «Las definiciones son dogmas 
ellas pueden proporcios 
tenemos que aceptar las defi 


lones como un acto de fe y ver qué 
pasa. Aunque tiene un toque de autoritarismo, al menos es una señal 
de que se ha percibido el problema. Se tr 


sea autoritaria. Permita 


de una discu 


nos citar la disculpa de Halmos por la definición 
de Carathéodory: «Es un tanto difícil alcanzar una comprensión intuitiva 
del significado de p *-mensurabilidad, si no es a través de la familiaridad 
con sus implicaciones que nos proponemos desarrollar más abajo». 
Y continúa 


Con todo, el siguiente comentario podrá resultar útil. Una medida exterior 
по es necesariamente una función de conjunto enumerable o ni siquiera finitamen 
te aditiv. En un intento de satisfacer el razonable requisito de aditividad, 
selecciommos aquellos conjuntos que dividen aditivamente cualquier otro conjun 
to: la definición de p *-mensurabilidad es la formulación precisa de esta descrip- 
ción más bien laxa. La mayor justificación de este concepto aparentemente 
complicado es, con todo, su éxito tal vez sorprendente, pero absolutam. 
completo como instrumento para probar el importante y üt 
de 4130, 


'corema de extensión 


Ahora bien, la primera parte «intuitiva» de esta justificación es 
un poco confundente, puesto qı 


como se nos dice en la segunda 
parte, éste es un concepto generado por la prueba del teorema de 
Carathéodory sobre la extensión de medidas (que Halmos sólo introduce 
en el capitulo siguiente). Así, que sea intuitivo o no es algo que 
carece totalmente de interés. Su razón de ser no está en su carácter 
intuitivo, sino en su prueba antecesora. Nunca se debería desgajar 
una definición generada por la prueba de su prueba antecesora, presen- 
tándola secciones e incluso capítulos antes de la prueba respecto а 
la que es heuristicamente secundaria 

їп su [1955], M. Loeve presenta muy adecuadamente la definición 
en su sección sobre la extensión de medidas, como una noción precisa 
para el teorema de extensión: «Precisaremos varias nociones que aquí 
recogemos» fl, ¿Pero, cómo vamos a saber cuáles de estos complicadi 


38 К. Menger [1928], pág. 76, citado aprobatoriamente por К. R. Popper en su 
11959], pág. 55 

59 Halmos [1950], pág. 44. 

© Ibi. 

ч Locve [1955], pag. 87. 


n generada por la prueba habria de 
as matemáticas abstractas, 


з par de ejemplos di 


las matemáticas. Desgraciadamente 
ación del conocimiento matemático 


BIBLIOGRAFIA 


Abel, N. Н. [1825], «Letter to Holmbot», en $. Lie y L. Sylow (eds): Coren 
Cempléres, vol. 2. Christianis: Grøndahl, 1881, págs. 257-8 

Abel, N. H. [1826a], «Letter to Hansteen», en S. Lie y L. Sylow (eds.): Canet 
Complétes, vol. 2. Christiania: Grøndahl, 1881, págs. 26. 

Abel, М. H. [1826], «Untersuchungen über die Reihe 


Journal für die Reine und Angewandte Methematik, 1, pigs. 311-39. 

Abel, N. H. [1881], «Sur les Séries», en S. Lie y L. Sylow (eds): Owrer 
Completes, vol. 2. Christiania: Grøndahl, págs. 197-205. 

Aetius [e. 150], Placita, en H. Diels (ed.): Dexegraphi Graeci. Berolini: Reimeri, 
1879. 

Aleksandrov, A. D. [1956],«A General View of Mathematics», en A. D. Aleksan: 
drov, А. N. Kolmogorov y M. A. Lavrent'ev (eds.): Mathematics: iste Content, 
Methods and Meaning. (Traducción inglesa de S.H. Gould, К.А. Hirsch 
y T. Bartha. Cambridge, Massachusetts: МАТ. Press, 1963). [Hay traducción. 
castellana de Manuel López Rodriguez: Le Matemática: su contenido, método 
y significado, Madrid: Alianza Universidad, 1973.] 

Ambrose, A. [1959], «Procf and the Theorem Proved», Mind, 68, págs. 435-445. 

Arber, A. [1954], The Mind and the Буе. Cambridge: Cambridge University 
Press. 

Arnauld, A. y Nicole, P. [1724], La Logique, ox LU Aer de Penser. Lille Publications 
de la Faculté des Lettres et Sciences Humaines de L'Université de Lille 
1964. 


der Mathema 2. Leip Р 
je (iia York: Alíred A. Knopf 


Über Polyeder», Zeitrchrijr fur Mathematik und. Physik, 


118690), «Nachtrag zu dem Aufsätze über 
atik und Physik, 14, págs. 337-343 

Becker 1874], «Neuer Beweis und Erweiterung cines Fundamentalsatzes 
über Polyederfláchen», Zeitschrift für Mathematik und Physik, 19, págs. 459-60. 

Beli, E. T. [1945], The Dercdop Mathematics. Segunda edición. Nueva 
York: McGraw-Hil 

Bérard, J. B. [1818-19], «Sur le Nombre des Racines Imaginaires des Equatio 
en Réponse aux Articles de MM. Tédenant et Servoisn, Annales de Mathémati 
ques, Pures ei Appliquées, 9, págs. 345 

Bernays, P. [1947], Reseña del Pólya [1945], Dialectica 1, págs. 178-88. 

Bolzano, B. [1837], Wirsensehaftslebre: Leipzig: Meiner, 1914-31 

Bourbaki, N. [1949], Topolagie Général, Paris: Hermann. 

Bourbaki, N. [1960], Eléments d Histoire des Mathématiques. Paris: Hermann. [Hay 
traducción castellana de Jesús Hernández Alonso: Elementos de bistoria de 
Tar matemáticas, Madrid: Alianza Universidad, 1972; 2.8 ede. aumentada y 
revisada, 1976.] 

Boyer, C. [1939], The Concepts of Colonie, Nueva York: Dover, 1949. 

Beaithwaite, R. B. [1953], Seintifie Explanation. Cambridge: Cambridge Univer 
sity Press. [Hay traducción castellana de Victor Sánchez de Zavala: La 
explicación científica, Madrid: Tecnos, 1965.1 

Brouwer, LEJ, [1952], «Historical Background, Principles and Methods of 
Intuitionism», South African Journal of Science, 49, págs. 139-46. 

Carnap, R. [1937], The Logical Syntax of Langage. Nueva York y Londres 
Kegan Paul. (Traducción revisada de Let Syntax der Sprache, Viena 
Springer, 1934.) 

Carslaw, H. S. [1930], Introduction to the Theory of Fourier's Series and Integrals. 
"Tercera edición. Nueva York: Dover, 1950. 

Cauchy, A. L. [18134], «Recherches sur les Polyédres» Joarnal de L’ Ecole Polytech 
nique, 9, págs. 65-86. (Leido en febrero de 1811) 

Cauchy, A. L. 18134, «Sur les Polygones et les Polyédres», Journal de L École 
Polytechnique, 9, págs. 87.98. (Leído en enero de 1812.) 

Cauchy, A. L. [1821], Com: d'Analyse de L'Ecale Royale Polytechnique. Paris 
de Bure. 

Cauchy, A. L. [1826], «Mémoire sur les Développements des Functions en 
Séries Périodiques», Mémoires de L'Académie des Sciences, 6, págs. 603-12. 

Cauchy, А. L. [1853], «Note sur les Séries Convergentes dont les Divers Terms 
kom des Fonctions Continues d’ une Variable Réelle ou Imaginaire entre 
Чез Limites Données», Compres Rendus Hebdomadaires des Sciences, 31, págs 
454.9. 

Cayley, A. [1859], «On Poinsor's Four New Regular Solids», The Landon, Edin 


y 2, Berl 
Reimer 


Curry, H. B. [1951], Outlines of a Formalist Philosophy of Matbem 
North Holland. 


Darboux, G. [18742], «Lettre à Houel, 12 Janvier, (Citada en F. Ro 


ийе. Amsterda 


J. Vein, 1960, pág. 11.) 3 сона 

Darboux, б. [1845], «Leure à Houel, 19 Février». (Citado en F. Rostand 
ош d Exatitud e Jerupuler des Mathématiciens. Paris: Librairie Philosophique 
J. Vrin, 1960, pág. 194.) 

Darboux, б. (1875), «Mémoire sur les Fonctions Discontinues», Annales Scientifi 
ques de L' Ecole Normale Srperieur, segunda serie, 4, págs. 57-112. 

Darboux, G. [1883], «Lettre 4 Houel, 2 
Souci d Exactitude et Serupuies 
J. Vein, 196, pág. 261) 

Denjoy, A. [1919], «L'Orientation Actuelle de 
20, págs. 18-28 


Septembre». (Citado en F. Rostand: 
s Matbématiciens. París: Librairie Philosophique 


Mathématiques», Revue du Moi, 


Descartes, R. [1628], Rules for the Direction of the Mind. Traducción inglesa 


S91 i Cambridge: Cumbre University es 1911 Tetas vación a 
la cal par Jore Basgia Ro ARE, aran dl ps, da 
Basan, le IM) Ee ши (Palco (po уе peseta 
Foucher de Carell: Ornoes Inidira de Doxartes, vol. 2. Pacis: August Durand 
Ad eec CM A n. PE CUIR TUE 
Cerf, 1908.) ` 
EE 
BEE 
ics Vol 2. E dl 
VE ME D ARMY dier МЫ Ro UM ml dete Md 
pecus Тоө] 
БШЕК НЗ uer M Conver ae йы Sena шого рд еду» que 


Abhandlungen. 


haben, jedesmal wenn diese Integrale Endlich un Bestmmt sind» 
Phyikalisehen 


der Kaniglich- Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Matbematis 
Classe, 12, 1, págs. 117-166 

du Bois-Reymond, P. D. G. [1876], Untersuchungen über die Convergenz 
und Dibergenz der Founerschen Darsellungsformeln», A%bandlungen der 
Koniglich- Bayerischen Akademie der Winenschofien, Mathematiscb-Physikalistben 
Classe, 12, 2, págs. ixxxiv y 1-102. 

du Bois-Reymond, P. D. G. [1879], «Erluteruagen zu den Anfangsgründen 
der Variationenrechnung», Mathematische Annalen, 15, págs. 282-315, 564-76. 

du Bois-Reymond, P. D. G. [1885], «Über den Begriff der Länge einer Curve», 
Acta Mathematica, 6, págs. 167-8. 

Dyck, W. [1888], «Beiträge zur Analysis Situs» 
457-512. 

Einstein, A. [1953], «Letter to P. A. Schilpp». Publicada en P. A. Schilpp 
«The Abdication Philosophy», Kent Eden, 51, págs. 490-1, 1959-60. 

Euler, L. [1756-7], «Specimen de usu Observationum in Mathesi Puram, Nowi 

um Petropolitanae, 6, págs. 185-230. Sumario 


Mathematische Annalen, 32, págs. 


Commentarii Academiae Sentriat 
editorial, pigs. 19-21. 

Euler, L. [1758], «Elementa Doctrinae Solidorum», Nori Commentarii Academiae 
Scientiarum Petropolitanae, 4, págs. 109-40. (Leído en noviembre de 1750.) 

Euler, L. [17580], «Demonstratio Nonnullarum Insignium Proprietatus Quibus 
Solida Hedris Planis Inclusa sunt Praedita», Nori Commentarii Academiae 

'cientiarum Petropolitanae, 4, págs. 140-60, (Leido en septiembre de 1751.) 

Eves, Н. y Newson, C. V. [1958], An Introduction te the Foundations and Fundamental 
Cant of Mathematics. Nueva York: Rinehart. 

Félix, L. [1957], L* Aspect Moderne des Mathématiques. (Traducción inglesa de 
Un Hlavaty y F. H. Hlavaty: The Modern Aspect d Mathematics, Nueva 
York: Basic Books, 1960.) 

Forder, Н. G. [1927], The Foundations of Exclidean Geometry. Nueva York: Dover, 
1958. 

Fourier, J, [1808], «Mémoire sur la Propag 


а de la Chaleur dans les Corpes 


Paris, 1, págs. 11216 

Fréchet, M. [1928], Lor Радак Tra. Paris: Gambier- Villar 

Fréchet, M. [1938] йүзе Générale es la Question des Fondementix, en 
F. Gonseth (ed): Las Р e D M 
Veniet Mathómetigur. Zurich: Leemans Estres et Cie, 1931, págs. 53 

Frege, G, [1993], Grande deet, col. 1, Hildesheim: George Ol 
e 

Gamow, б. [1953]. Ge Zen. Theo. Ju, Nueva York: The Vilá 
Hay traducción castellana; t 

Gaus, C. P. [I813], «Disquistiones Generales Circa Seriem Infinitam 


3 (8 x) 


a 801 alatat 


1+ da + etel, 
iy t ayot) 123-03 09/63) ITE 

à Werke, vol: 3, pags. 123/62. Leipzig: таай 

Jergonne, J. D. [1818]. «Essai sur la Théorie des Definitions», Annaler d 


Mathimatiqua, Pures et. Appliquées, 9, págs. 1-35, 

Goldschmidt, R. [1933], «Some Aspects of Evolutions», Science, 78, págs. 539-47 

Grunert, J. A. [1827], «Einfacher Beweis der von Cauchy und Euler Gefundenerl 
Sätze von Figurennetzen und Polyedern», Jowrral fiir die Reine und Angewandte 
Mathematik, 2. pág. 367. 

Halmos, P. [1950], Marre Theory. Nueva York y Londres 
Reinhold 

Hankel, H. [1883], «Untersuchun 
und Unstetigen Functionen», 


^n Nostrand 


über die Unendlich oft Oscillierenden 

fathematische Annalen, 20, págs. 63-112. 

Hardy, G. Н. [1918], «Sir George Stokes and the Concept of Uniform Convergen 
се», Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 19, págs. 148.56. 

Hardy, G. H. [1928], «Mathematical Proof», Mind, 38, págs. 1-25. 

Haussner, В. (ей) [1906], Abhandlungen über die Regelmassigen Sternkor per. Ostwald's 
Klassiker der Exacien Wissenschften, n9 151, Leipzig: Engelmann. 

Heath, T. L. [1925], The Thirteen Beoks of Euclids Elements. Segunda edición. 
Cambridge: Cambridge University Press. 

Hempel, C. G. [1945], «Studies in tehe Logic of Confirmation», 1 y 2, Mind, 
54, pigs. 1-26 y 97-121 j 

Hermite, C. [1893], «Lettre à Schier, 20 Mai 1893», en В: Baillaud y H, 
Bourget (eds.): Correspondence d' Hermite et de Stieltjes, 2, págs. 317-19. Paris 
Gauthiers-Villars, 1905. 

Hessel, J. F. [1832], «Nachtrag zu dem Euler'schen Lehrsatze von Polyedern», 
Journal für die Reine und Angewandte Mathematik, 8, págs. 13-20. 

Heyting, A. [1939], «Les Fondements des Mathématiques du Point de Vue 
Intuitioniste», en F. Gonseth: Philosophie Matbématique, Paris: Hermann, págs. 
73-5. 

Heyting. A. [1956], Intuicionism: An Introduction, Amsterdam: North-Holland. 
[Hay versión castellana de Victor Sánchez de Zavala: Intuicionismo, Madrid 
Tecnos, 1976.] 

Hilbert, D. y Cohn-Vossen, S. [1932], Ensbantiche Geometrie. Berlin: Springer 


e 


e E r 


GANGA 


Norte sur un Point Fondamental de la Théorie 
Comptes Kendus des Séances de f Académie des Sciences, 110, págs 


Jonquiéres, E. de [1890b], «Note sur le Théoréme d'Euler dans la Théorie 
des Polyédres», Compter Rendus des Saucer de [ Académie des Sciences, 110, 
págs. 169-73. 

Jordan, C. [18667], «Recherches sur les Polyédres», Jownel für die Reine und 

"Рета? 66, págs. 22-85. 

Jordan, C. [18660], «Résumé de Recherches sur la Symétrie des Polyédres 
non Fulériens». Jornal für die Reine und Angewandte Mathematik, 66, págs 
86-91 

Jordan, C. [1881], «Sur la Série de Fourier», Comtes Rendus des Séances de l'Académie 
der Sciences, 92, págs. 228-35. 

Jordan, C. (1887), Cour: d Analyse de l'École Polytechnique, vol. 3, primera edición. 
Paris: Gauthier-Villars. 

Jordan, C. [1893], Cour d Analyse de P École Polytechnique, vol. 1, segunda edición, 
París: Gauthier-Villars, 

Jourdain, P. E. B. [1912], «Note on fourier's Influence on the Conceptions 
of Mathematics», Proceedings of the Fifth International Congress of Мастан 
2. págs. 526-7. 

Kant, 1. [1781], Comp der Reinen Vernunft, Primera edición. 

Kepler, 1. [1619], Harsonice Mandi, en M. Caspar y W. von Dyck (eds): Gesammelte 
Werke, vol. 6. Munich: C. Н. Beck. 1940. 

Knopp, К. [1928], Theory and ¿Application ef Infinite Series. (Traducido por R. С 
Young, Londres y Glasgow: Blackie, 1928.) 

Lakatos, 1. [1961], Essays in the Logic of Mathematical Discovery, Tesis doctoral 
то publicada, Cambridge. 

Lakatos, 1. [1962], «Infinite Regress and the Foundations of Mathemátici», 
Aristotelian Society Supplementary Volumes, 36, págs. 155-84. 

Lakatos, 1. [1970], «Falsification and the Methodology of Scientific Research 
Programmes, en 1. Lakatos y A. Musgrave (eds.): Cristicisn and tbe Growth 
of Kmnledge, Cambridge: Cambridge University Press, págs. 91-196. [Hay 
versión castellana de Francisco Hernán: «La falsación y la metodología de 
los programas de investigación científica», са I. Lakatos y A. Musgrave 


Introducción de Javier Mu. 
ana: С s. 203-344.] 


Grundlagen di kademische Verlagsgesells 


Lebesgue, H. [1923], «Notice sur les Travaux de Camille Jordan», 
Aoi EZE vitute de France, 58, págs. 34-60. Reimpre 
en Н. Lebesgue, Nor hématiques, Ginebra. págs. 40-05 

Lebesgue, H. [1928], Lan sur Int Fonctions Prin 
Paris: Gauthier-Villa 
ie 1905.) 


edición aumentada de la versión original 

Legendre, A.-M. [1809], Elements de Géometrie. Octava edición. Paris: Didot 

Leibniz, G. W. F. [1687], «Lette 1. Gerhardt (ed.): Philonphisebe 

бле, vol. 3. Hildesheim: George Olms (1965), pág. 52. 

Lhüilier, S. A. J. [1786], Exposition Elémentaire des Principes des Calculs Supèrieurs. 
Berlin: G. J. Decker 

Lhuilier, S. A. J. [1812-134], «Mémoire sur la Polyédrométrie», Annales de Mathi- 
жап, Pares et Appliquées, 3, págs. 168-91. 

Lhuilier, $ A. J. [1812135], «Mémoire sur les Solides Réguliers», Annales 
de Mathématiques, Pures et Appliqmies, 3, pigs. 233-7. 

Listing, J. B. (1801), «Der Census Ráumlicher Complexe», -Aibandlangen de 
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 10, págs. 97-182. 

Loeve, M. [1955], Probability Theory. Nueva York: Van Nostrand. 

Matthiessen, L. [1863], «Über die Scheinbaren Einschränkungen des Euler'schen 
Satzes von den Polyedern», Zeitschrift fir Mathematik und Physik, 8, págs 
449-50. 

Meister, A. L. F. [1771], «Generalia de Genesi Figurarum Planarum et inde 
Pendentibus Earum Affectionibus», Neri Commentarii Societatis Regiae Scientia 
rum Gettingensis, 1, págs. 144-80. 

Menger, К. [1928], Dimendiontiheorie. Berlin: Teubner. 

Möbius, A. F. [1827], Der Beryeemtrische Calcul. Hildesheim: George Olms, 
1968. 

Möbius, A. F. [1865], «Uber die Bestimung der Inhalies cines Polyeders» 
Berichte Kóniglich-Saehsischen Gesellschaft der Wissenchaften, Mathematisch-Physika- 
tische Classe, 17, págs. 31.68. 

Moigno, Р. N. M. [1840-1], Leçons de Calul Differentiel et de Calcul Intégral, 
2 vols. París: Bachelier. 

Moore, E. H. [1902], «On the Foundations of Mathematics», Sence, 17, págs 
401-16. 

Morgan, A. de [1842], The Differential and Integral Calculus. Londres: Baldwin 
and Gadock 

Munroe, M. E. [1953], Introduction to Measure and Integration. Cambridge, Massachu- 

sens: Addison-Wesley. 

Neumann, J. von [1947], «The Mathematician», en Heywood, R. B. (ed): The 
Works of the Mind. Chicago: Chicago University Press. 

Newton, 1. [1717], Opticks. Segunda edición. Londres: Dover, 1952. [Нау 
edición castellana de Carlos Solís, Madrid: Alfaguara, en prensa] 


. pigs. 227-31 
En J: Chevalier 
54, págs. 575.60 


р 4), Notations de Logique Matkimatipue. Tutin: Gu. ii 
Perpoin, J. [1905], The Theory of Functions ef Mes! Gu "Dr 
York: Dover, 1959, vie I Bus 


Poincaré, H. [1893], «Sur la Généralisari 
Polyédres», Compt 
144 


Poincaré, Н. [1899], «Complément à l' Analysis Situs», Rendiconti del Cir 


r a d'un Théorème d'Euler relatif sux 
s Rendus des Sances de PA des Sciences, 117, págs 


Maten 


ico di Palermo, 13, págs. 285-343. 

Poincaré, H. [1902], La Science et l Hypotése. Paris 
inglesa autorizada de G. B. Halsted 
Pensilvania: The Science Press, 1913, 
de Alfredo B. Besio y José Banfi 
Espasa-Calpe, 1943, 

Poincaré, H. [1905], La Valeur de la 


Flammarion. Traduccón 
The Foundations of Science, Lanca 


з. 27-197. [Hay versión castellena 
La ciencia y la hipótesis, Buenos Aires 


ейте. Paris: Flammarion, Traducción 
inglesa autorizada de G. B. Halsted: The Fondation of Sence, Lancascr 
Pensilvania: The Science Press, 1913, págs, 359-546. |Hay versión castellana, 


de A. B. Besio y J. Banfi: El Valor de la Сит, 
vA J de la Ciencia, Buenos Aires: Espasa-Calpe, 


Poincaré Н. [900] Jane Mitad Paris 
autorizada de GB. Нине: ТЫ Вы 
Ты, ч Pen pies ае 

ЕТА 

Wes La [UM], ононе aed 
sur ls Polrgones e ls Poles mo d 
volat Pri pite. 16-48 Lede n Jere Se 00 T 
suot, Dee aere etr B E a BR aes Rende 
T Académie der Sciences, 46, págs. 65-79, а meh 

т ПЕ кыы roc RAO RE M 
Oxford Univers Prose. [Hay vernos Äre do jo pos Landes 
naná ocre ER 

Paya, ©. [1962], E Dien riore Vat ied, 

Pólya, G 11962, «Те Teachia ol Mess 
e o Ee 

paya G у бее, СОПОЛ 
"acid, Sg 

Pepper, K. R. ПОЗ, Lapi de Foro. Viera: Springer 

Popper, K.R. ASI Lar the EE 426-9. Publicado 
de nuevo en el Apéndice *1 de Popper [19 gs. 31 ec 
Zä en Agenda "Т de Poppet a ren 

Popper, K- R (1945), Тое Open Sai ads Enemi: 2 vols, Londres: Routledge 
and Kegan Paul. [Hay versión castellana de E, Loedd: La Sonn fdo 
J sus enemigos. Buenos Aires: Paidos, 1957. Reeditado en 1967 1 Ы 


Flammarion. Traducción inglesa 
tions of Science, Lancaster, Pensilvana 
ay versión castellana de M. García 
Buenos Aires: Espasa-Calpe, 1944.) 


and the Biogenetic Law», 

Hainemann, págs. 3526, 
págs. 352 

Aujgaben und Lebrsitee аш der Analysis, vol 


к. 1939 Tie Lagi af Тему Distro. Traducción inglesa de Ж 


entific, Buenos Aires 
er, К. К. [19630], «Science: Pr 
of American Societies for Experimental Biology: l'eieraHon Proces 
96172. 

opper, К. R. [1972], Objective Knowledge. Oxford Universty Press. [Hay versi 
na de Carlos Solís: Conocimiento objetivo, Madrid: Tecnos, 1974.] 


blems, Aims, Responsab 


Pringsheim, A. [1972], «Gundiagen der Allgemeinen Fonctionenlehre», en M. €? 
Burkhardt, W. Wutinger y R. Fricke (eds.): Enyklopädie der Matbematischon 
Wissenschaften, vol. 2. Erste Teil, Erste Halbband, págs. 1-53. Leipzig: Teub- `@ 7 


Quine, W. V. O. [1951], Matbematicol Logic. Edición revisada, Cambridge, € 
cs [Hay versión esla de Je y 

Hierro S- Pescador: Lógica Matemálica, Madrid: Revista de Occidente, 1972, 
Ramsey. F. P. HO Tie Fasndetion: d Metbamati and Other See. Editado. (GU 
Por R B. Bakhwaie, Londres; Kegan Paul, 1 
какпа, L. [1871], «Zum Eulerschen Theorem dér Polyedrometres, Putt Ф 


Massachusetts: Harvard University P. 


dor Gymnasium Scbnerberg, h 
Reichardt, H. [1941], «Losung der Aufgabe 274», Jabrebericht der Deutsches В 
Mothematiker Vereinigung, 51, р 23 € 


Reichenbach, H. [1947], Elements of Symbolic Logic Nueva York: Macmillan. 
Reit, R. [1889], Geschichte der Unendichen Reihen. Tubinga: H. Laupp'schen. Qf 
Reinhardt, C. [1885], «Zu Möbius Polyedertheorie. Vorgelegt von F. Klein», 
echt über die Vierkondlengon der Koniglch-Sechtitchen.Gerallchoft dor Wissen 
chaften хи Leipzig, 31, págs. 106-25. 
Riemann, B. [1851], Grundlagen der cine Allgemeine Theorie der Functiosen einer 
Veranterlicien Complexes Grösse, (Discrtación inaugural.) En M. Weber y 
R. Dedekind (cds. Gesammelte Mathematische Werke und Wissenschaftlich 
Nachlass. Segunda edición. Leipzig: Teubner, 1892, págs. 3-48. 
B. [1868], «Über die Darstellbarkeit einer Function durch eine Trigino 
em der Königlichen Gesellshaft der Wissensehoften 


Rieman 
metrische Reihe», Abhandlung 
qu Góttingen, 13, págs. 87-132. 

Robinson, R. [1936], «Analysis in Greek Geometry», Miad, 45, págs. 464-473, 

Robinson, R. [1953], Eiter Earlier Dialectic. Oxford: Oxford University Press. (ko 

Rudin, W. [1953], Primiples of Mathematical Analysis. Primera edición. Nueva 
York: McGraw-Hill 


da < 
Londre 
Armeng 


Develop Allen and Unwin 
Jlana de Juan Novella Domi volución de mi pensan 


adrid: Aguilar, 1963, Reimpreso en Madrid: Alianza 


Russell, В. y Whitehead. A. N. [1910-13], Principis Малек. Vol. 1, 1910; 
vol. 2. 1912; vol. 3, 1913. Cambridge Universiry Preso 

Saks, 5, [1933], Théorie de Inegrole. Traducción inglesa de L, C. Young: Terry 
a) the Integral, Segunda edición. Nueva York: Hafner, 193 

Schlaf, L. [1852], «Theorie der Viclfachen Kontinuitat». Publicado póstuma 
mente en Neue Denkenschriften der Allgemeinen Schweizerischen Ges Jar 
die Gesamien Natmrvissensleften, 38, págs, 1-237; Zurich, 1901 

Schröder, E. [1962], «Uber die Vielecke von Gebrochener Seitenzahl oder die 
Bedeutung der Stern-Polygone in der Geometrie», Zeirsebrift für. Mathematik 
und Physik, 7, págs. 55-64. 

Seidel, P. L. [1847], «Note über eine Eigenschaft der Reihen, welche Discontinuir 
liche Functionen Darstellen», Abhandlungen der Mathematisch-Physikalischn 
Klasse der Kóniglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften, 5, págs. 381.93, 

Sexto Empirico, E 190], Адиш the Com Texto griego con traducción 
inglesa de R. G. Bury. Londres: Heinemann, 1933, 

Sommerville, D. M. Y. [1929], An Introduction to ¿be Geometry of N Dimensions 
Londres: Dover, 1558. 

Steiner, J. [1826], «Leichter Beweis cines Stercometrischen Satzes von Euler», 
Journal fir dis Reine und Angemand'e. Mathematik, 1, págs. 364- 

Steinhaus, H. [1960], Mathematical Snapshots, Edición corregida y aumentada, 
Nueva York: Oxford University Press, 

Steinitz, E. [1914-31], «Polyeder und Raumeinteilungen», en W. F. Meyer y 
Н. Mohrmann (eds): Enphlopádi der Matbematiscben Wissenschaften, vol. 3. 
AB. 12. Leipzig: Teubner 

Stokes, С. [1848], «On the Critical Values of the Sums of Periodic Series» 
Tranctions of the Cambridge Philouophical Society, 8, págs. 53383, 

Szabó, A. [1958], «'Deiknym? als Mathematische: Terminus far” Beveisei 
Maia, N. S. 10, págs. 1-26. 

Szabó, А. [1960], «Anfinge des Euklideschen Axiomensystems» Archive Jor 
the History of Exact Sciences, 1, págs. 37-106 

Seókefalvi-Nagy, B. [1954], Valds Figerémek és Figeewnyaroh. Budapest: Тао. 
könyvkiadó, 

Tarski, A. [1930], « Über einige Fundamentale Begriffe der Mathematilo, Comp 
tes Rendus des Séances de la Société des Sciences el des Lettres de Ve 


Bachiller y J. R. Fuente 
as dedu Madrid 


Espasa Cal 
тола, A. [1950] «С 

EL ve g der Riemanns- 
bacis valid : ler Kóniglich-Sachriseben Gesellschaft 


rin, The Journal of hslesephy 


Parte de la tercera 


e Mathe 


Meyer у Н. Mohrmann 
3, Erste Tell, Zweiter 


INDICE DE NOMBRES 


© gor Gregory Curie) 


Ze Sie, 2 
эш, 107 
Kant, L, 18, бя 
Kepler, J., 33, 50 
Kat W. C, 14 
Knopp, К. 184, 
DIER 
Forder, H. G., 66 
Pourier, Jo 131-34, 135m, 164, 171, lapis лй 
Fréchet, М. 9з Lakatos, La 11:16, lr, 
Frege, G Ton, 15%" 79 
риш, Аа Landas 


con un asterisco hacen referencia a las notas de los editores. = 


S ж т Ад А, д т. м ө, м, дю к. 


leo, 8t Legendre, A. Mo, Siar, 450,790, Du, 104, 
Abel, N. Н. ам, 73 сеа ade Chow, ae DN 
Aci. 4e Сипар, К, 17, 13. Gauss, C. E, 26и, 164, 17475. Leibniz, G. W. F., 23e, 67m, 1500, 152s. 
gassi, J, 14. Carslaw, H. S., 172», Gentzen, G., 0n. ` Чий Б | ш. А дЫ a 
Alekcsandioy, A. D., 73n Catalan, E. C, 158e Gengonne, ]. D», 30s, 36», 44n, Sin, 54и 428, 44c, 54n, Tine, Ват, бл, ên, 104, 
dE Ciuchy, A. Ls 18,226,280, 30s аи, Su ESA NC 50. 
Aristóteles, 67#, 100, 130 бат, 73-4, 780, Br, 104, ¡07a, 109, Gödel, K., 1472. Listing, J. B., 99m, 112m, 117m, 118m, 130. 
Die 67n, 100, 130и 110%, 118m, M3m, 144, 145m, 146m, 'oldechmidr, R., 39. Littlewood, J. E., 46m, Sw 
> 149.64, 171-2, 174-77. Grattan-Guinness, I, 1520". Lobatchewski, P. 1, 162. 
Cayley, A., 330, 117. ennert, J. A., Ma, 43, 109и, 1188. Loeve, M., 177e, 
Спиро, Zne, 4n. 
Drs opm Church, A-s loc 
lier, R, 32w, 64s, 108x. Chiraut, А; C. ier cio Machover, M., 15 
A T nre ата э. Haseke E 20n MLS EU 
Bare e Cohn-Vowen, S., 32a, 58е, 132, Hallett, M., 15. Marx, K., Die 
SE Colón, C. 31 Halmos, P., 176-77e Mathiessen, L., 25и, 42m, 48c, Sie, S6ne 
Bérard, JB., 42 Copi, i. M., 18a. Hankel, H, 35m, 176c. Meister, A. L. F., 35n. 
picard, J. В. 426 Crelle, A. L., 25x, аз», вл, 157 Ноне, È., e Menger, К. 1777 
Berkeley, @. 13 Currie, G, 15 Hardy, С.Н, аби, SAn, 63n, 157 Michel, S'D, 15 
iij. ien ©шу, HB. 19. Hoster, R, 35w. Möbius, A. F., 32n, 35, 1188. 
Bolzano, Ge Heath, T. L., 26m, В2я. Moigno, Е. N. M.. 154, 164, 
E Hegel, G. W. F., 147m, 1622. Montague, R., 14. 
Darboux, G., 68л‹, 164. Нез, E., 43v. Moore, E. H., 72. 
Bae c m Denjoy, A., 4tv. Hermite, C., 36nc. Morgan, A. de, 162-63. 
E A S iu Dono, R. 29m, 101m, 10%, He Hessel, F. C. 30s, 322, 42 40и, Str, Snr, — Munroe, M. Ej, äer 
Brouwer, L. E. J, 70: 5 128.29, 1575, Tên, Bn, Die Musgrave, A., 14 
LEJT Dieudonné, J. 174 Hening, А. 709, Tl. 
Deren Laercio, 26s. Hilbert, D. 16, 32s, 58nc, 75, 13: 
sator, G. iac, P., 14, 133. Hobbes, Y, 20%, 111. Neumann, J. von, 119ж. 
ness Ba Se Dirichlet, P. L., 153и, 154p, . Halder, О, 26». ` ' V. 6n. 
T ~ Dë Holmboé, B. M., 160, 18, 45, 67. 


P 

р 

Pre 

Poincaré, H., 19, 200, 4биг, баш, 67a, 70% 

Poinsot, L., 25s, 33е, 5м, 369, аис, 49 
52, 54и, 79, 80и, ids, 104v, 105v. 

Poisson, $.-D., 151. 

Polanyi, M., 14 

Pólya, G., 11-4, 18, 20m, 23e, 26, 47я, Sie 
55иг, Sie, 63c, Вали, Sn, 92e, 93и, Te 
115г, Ui, 130%, 1372c, 138 


Popper, K. R., M, 18, 29m, 52s, 570, 67s, 


113и, 125и, 126c, Die, 145и, 1622, 170m, 
1975. 

Feschen, A., 

Proclo, 26s. 


Quine, W. V. O., 17, 19%, 


Ramsey, F. P., 143 
Raschig, L., 97. 

Rave, J, 15, Di 

Reichardt, H., 58. 

Reichenbach, H., 167: 

Reit, R., 158m. 

Reinhardt, С 133, 

Riemann, B., 268c, 49, 153m, 171. 

Robinson, R., 26r, 94s, Wier 

Rudin, W,, 63, 168mc, 1714, 

Russell, В, 16, 170, 63c, Gone, 143m, 145. 


Sommerville, D. M 
Staudt, K. G. C. vc 
Steinhaus, H., 92 
Steinitz, E, бате 107m 
Stieltjes, T. J, %, Y 
Stokes, G., 164. 
Sylow, L, 158. 
баьа. A. 264, 67». 


Srökefalvi-Nagy, B., 


Tarski, A., 18r, 63n, 124 
Torquettej, 160 


Vesailo, 195. 


Waerden, B. L., van der, 14, 580, 
Watkins, J. WN, 14 


Weierstrass, K., 630, 74, 143, 149m, 1450, 
164 

Whewell, W., 150; 

Whitehead, A. N., 16n. 

Wilder, R. L, 47, Ss. 


Young, W. Н, 164. 


Zacharias, M., Sdn 
Zenón, б?л. 


INDICE 


AE di кей y Code 
defensa del teorema, 60-62; definiciones, 
118,121; disfrazado, 166; d método de, 
37-400, 42-3. 58-9, 65, 68, 83, 10108. 
y rigor, 74; frente а exclusión de excep. 
ciones, 46. 

Análisis, 26; platónico, 128; contrastación 
de experimentos mentales, 94; puede con. 
verir contrastaciones en pruebas, 115; 

Análisis de la prueba, 1, 60-76, 155; incxac. 
10,69; como fermento de las efutaciones, 
66; puede hacer infalible la prueba, 17. 
concluye con la praebe, 1289; descubri: 
miento de, 173.79; dominio de, 83; € 
incorporación de lemas, 75; puede dismi 
тшй el contenido, 75; perfecto, 65; y 
prueba, 68, 105«; reducido a una trivia 
dad, 147; y revolución del rigor, 74; rigu- 
тозо, 656; seguro, 77; sim prueba, 6B. 
‘priori, juicios sintéticos, 130 

Acistas: como frontera de una cara, 132-33; 
definición de Cayley, 117#; invento de 
Euler, 22; indefinidas, 129. 

Autoritarismo, 166-67, 170, 177. 

Axiomas, verdad absoluta delos, 130; com. 
plicados y artificiales, 165: falibilidad de 
los, 


Capital, teoría de Mars, 170. 


Caras: fronteras de las, 132-39; indefinidas, 
129; véase poliedros. 

Cauchy, teorema de: sobre continuidad, 11, 
149-164, 171-2; sobre integrales, 146-8. 

Cavidades, 111-12. 

Certeza, 108, 123, 146-48; y finalidad, 80-1 
142 

Ciencias sociales, metodología de las, 170». 

Clasificación, ingenua frente a teórica, 111; 
nominal frente a real, 111 

Conceptos: ingenuos, 109-11; ingenuos y 
teóricos, 115-16; precios frente a vagos 
121, 144; generados por la prueba, 109-10, 
151; 154, 169.77; generados por la refuta 

ón, 107; wase formación de conceptos, 
extensión de conceptos, 

Condiciones: difíciles de satisfacer para la 
conjetura Descartes-Euler, 146; suficien- 
tes y necesarias, 81-3; rios teorema. 

Conjetura Descartes-Euler, 11, 22; versión 
de Becker, 118; prueba de Cauchy, 24-5, 
78, 83-4, 102.0, 161; contracjemplo de 
(cilindro), 39, (cubo con cresta), 5223, (cu 
bos encajados), 30, (marco de cuadro), 
36, (terracdros gemelos), 32, (erizo), 334 
descomposición en dos partes, 138-40; 
versiones diferentes son resultados de dis 
tintas pruebas, 84-5; formulada en térmi 
nos de álgebra vectorial, 135-38; 
zada para que incluya caras anulares 


тае, (9, BT, ver 
Jordan, 118s; prueba de Legen 
85; situación problematica general de ы 
GM ренеси» de, 434, 
eros, 45, 47, 37-8; 
gida a poliedeos simples, 51 
a poliedros simples con cara 
simplemente conem, 5%, 589, 128 
lación esegurae, 45, 47, 5 
frente а ingenuo, 91.100; frente а iati 
113-15; aumen 
conjeturas deduetivo, 95-101 
onjeturas, 100; ad der, 68; mejora, 434 
49:60; inductivas, 92:3; ingenuas (pim 
tivas), 59, 94, 111, 130; plausibles e im 
plausibles, 29; demostración de falsedad, 
30-1, 55, 98.9; rechazo de, 30; sub-conje. 
cura, 260 

Conjetuns y refutaciones, método de, 92, 
154 

Conocimiento: básico, 76, 89: autonomía 
Ча, 169; desarrollo del. 10209, 11314, 
117-18; wax conjeturas. 

Contenido, 58, 36:89, 45-108; y profundi: 
dad, 118; y condiciones de Contra ial 
dad, 812; aumento, 77-81, 100, 11719, 
comparación de pruebas respecto a, Зе 

Contexto de descuento y de antica 
б, 167» 

Continuidad: teorema de Abel sobre la, 157; 
caracterización de Cauchy sobre la 
151-52, 168; concepción de Fourier dc 
la, 151; parcial, 174; princi 

Coniracjemplos, 267: зе 
metemiico, 161; excémicos, 71; giob 
les, 2636,20, 51, 61, 157, 168°; globales 
y locale, 45, 63, 81, 104, 12, 155, 169, 
globales pero no locales, 633, 645, а. 
105; locales, 26-8, 312, 61; locales pero 
по globales, 26-9, 7747, 104; logros, 
heurísticos, 103.04, 113-14, 106; fenicios 
169m; no necesarios para el зай de 
la prueba, 66; insignificantes, 70; rechazo 
de, 2940; teóricos € ingenuos, 116.18, 
Pies conjetura, prucbas, refutciones di 
Descartes Euler. 


heurístico, 


uniforme, 154-57, 1 
miento de la ps 
libros de testo, 16 


rrobucaciones, 23; y contrecjemplos 


1079; lógicas y besten 102. 

a. falsa, 31; y desarrollo, 132-33; keu- 
Ñiteraria, 162; matemática, 
convert la verdad matem 
tica en verdad lógica, 118-24; de una con. 
jetun, 26 


Curvas rectificables, 173, 


Deducción: generalización por, 11516; 
como patrón heurístico en matemáticas, 
166-87; y aumento de contenido, 100; 
€ infalibilidad, 143, 146-48*, 162°. 

Definiciones, 17; ad bu, 40; esencialismo 
en las, 35n; teoría esencialisa frente a 
nominalista de las, 1072, 14148, 17576; 
slàusclas ocultas en ls, 37-8; incluidoras 
de monstruos, 106-07; reglas de Pascal 
para las, 1290; de poliedro, 30-9; genera 
das por la prueba, 1449, 165, 176-77; rigo 
тоба, 122; estipulaciones frente a conjetu- 
fas, 130, 153.54; traductors, 14344; 
cero, 158. 

Degeneración matemática, 178. 

Dialéctica, 21, 54, 115-16, 170; explicaciones 
de cambio sin critica, 730. 

Dogmatsmo, 20-1; y la teoría del error, 
49; миш escepticismo. 


Educación, 166. 

Error, 49m, 187, 

Escepticismo, 20-1, 123; y comunicación 
lingüistica, 69; religioso, 72; y rigor, 143; 
escéptico convertido en dogmático, 64-5, 

Esencialismo: y el programa euclideo, 145 
en las definiciones, 35», 141-49; modifies 
do, 144-45. 

Estilo deductivista, 165-77. 

Estratagema convencionilista, 121 

Euclidiarismo, 128и, 145, 162-63, 167; efec- 
tos deletéreos en matemáticas, 164; estilo 
euclideo, 16578; separa conjeturar de 
probar, 163. 

Evolución, 20, 69. 

Exclusión de excepciones, 47-49, 434, 65, 


4, 104-05, 1094, 156-59, 163; соп 
поо normal antes de Seidel, 199; п 
todo de Cauchy y la revolución del rigor 
161; combinada con cl análisis de la pru 
de métodos, 33-4; modificada, №. 
Experimento mental, 23, 26 30-1. 94, 100 
149; discimo de su articulación lin gut 
8-9; cuasi-experimento, 26; estimula 
х contracjemplos, 102; vie prueba, 
n de conceptos, 369, 10407, 
114-15, 122-24; e incorporación de lemas, 
109-10; límites de, 117, 119-27; pueden 
refutar un teorema, 119, 120; subreptici 
frente a abierta, 124; teórica frente a inge 
nua, 114-15; ише formación de concep 
tos, concepto. 


Falibilismo, 162-63. 

Finalidad, 141-0; y cereza, 81, 128 
142.43; y profuadidad, 142 

Formación de conceptos, 84, 104-119; мак 
conceptos, extensión de conceptos. 

Formalismo, 17621, Pr; dieciochesco, 
Wie de Hilbers, 74, 

Fourier, conjetura de, 164, 171-72; contra 
"iemplos de, 171m, 174; probada y anco 
cada por Dirichlet, 171-3; probada por 
Cauchy, тїї». 

Fourier, series de: 153, 1 

Funciones, como monstwos, 36m, 39 
174-76; are teorema de Cauchy, conver. 

encia, conjetura de Fourier, convergen 
Ea uniforme. 


Geometria: analitica, 35и; como teoría «do: 
minanten, 145, 1475; euclidea, 67#; по. 
euclidea, 40, 74, 162. 

Gödel, enunciados de, 18 

Goldbach, conjetura de, 91 

Grafos, teoría de, 112. 


Hegelisnismo, 1629; y heuristien, 16970, 
lar dialéctica, rada hegeliana. 

Heurística, 17:8, 19, 264; contraciemplos 
Feurístics, 103, 113; crüca, 126; deduc 
eva, 923, 16749; dogmas heuristicos 
54; sigue una tayectona en zigzag, 59: 
concepción hegeliana, 16)-70; ayuda a ig- 
токы asrefutcines, 93; y variacion hi 
ENEE 
del lengaaje, 113; se puede desviar del 
patrón histórico, 4де; de Papo, Da Die; 


pruebas y refuta 
dad, 121; frente al enfoque deductivisa, 

Historia infalbilita, 169-72; wite cuclidia 
nismo, falibilismo. 

Hisorilarao, М. 


Ides lacas y distintas, 5 

Ideología política, 67. 

Incorporación de lemas, 51-60; 42-542, 83; 
inerprención dogmática de la, 65; des 
cansa en la prueba, 58; frente a exclusión 
de excepciones, 53. 

Inducción, crítica de Abd de la, 156; y 
análisis, 26#; como base del método de 
pruebas y refuraciones, 88-90, 1109; in 
Sactivismo del dieciocho, 161; conjetura; 
inductivas y heurística inductiva, 91-2, 
estilo inductivieta, 166и, 

Infmitud viciosa, 7176, 81, 118-19, 125. 

Ingenieria por partes, 57. 

Instrumentlismo conceptual, 192. 

Integral: de Cauchy, 171-73; de Dirichlet, 
12:13; de Lebesgue, 172; de Riemann, 
176; crítica de Riemann a la integral de 
Cauchy, 172-73, 175-76; Riemann-Stict 
jes, 172; presentación en los libros de 
texto, 14s 

Interpretaciones: dogmáticas frentea скер 
ticas, 120; pretendidas е impretendidas, 
105.08. 

Intéiión: como fuente de definiciones y 
axiomas, 129; clara y distinta, 143-44, 
conjeturas convertidas en intuiciones, 
129; deductiva, 161; madura, 69-70. 

Intoicionismo, 69-77; véase lenguaje 


ugar a lo seguro, 41-9; 46v. 


K-adenas, 134e-37; propiedades de, 135; 
forman un espacio vectorial, 136-37. 

K-circultos, 1352; forman un subconjunto. 
del espacio-cadena, 136-37. 


Lemas, 26; ad bor frente а convenientes, 
68; descubrimiento. de, 69; falsos, 27; 
cultos, (0.5; 76, 150, 155, 168; mejora: 
dos, 29; trivialmente verdaderos, 56.8, 
53-4; séas incorporación de lemas. 

Lenguaje: y desarrollo del conocimiento, 
114; y el problema de los universales, 
Min; cambios en, 113; formalizado, 


146-48; y exclusión de excepciones, 43-4 


inductiva, 44s; informal, 115r; teorema 


Matemiticas: autonomia de las, 169; dege- 

neración de las, 118, 1677; como verdades 
etermas, 106; filosofia formalista de las, 
1721; fundamentos de las, 72; enseñanza 
de las, 11, 165-66; unión con la lógica, 

Matrices de incidencia, 129, 133, 137, 138, 
139. 

Mecánica newtoniana, 67#: racional, 147», 
ondulatoria, 145. 

Medida: teoría de la, 147m, 173, 176; defini 
ción de Carathéodory de conjunto medi. 
ble, 176-78; medida exterior, 177. 

Matemiticas, 16, 18, 21, 74; y búsqueda 
de una teorís dominante, 1474. 

Monstruos, 37-9, 68, 117-19, 146-47; ejem 
plos de, 31-42, 40», 175-76. 


Optica newroniana, 162. 


Paradojas: paradoja dd inventor, 86n; de 
la teoria de conjuntos, 14 

Poliedros, 22; cuasi-convexos, 78-9; fronte- 
та de los, 118, 13%, 140; de Cauchy, 
9e, M7; complejos, 10506; e ` 
у convezos, 37, 49, $0, 104, 1089, 1072, 
cubo, 76; cubo con cresta, 52, 35, 98; 
cilindro, 39, 45, 61, 65, 71, 99, 12022, 
137-46; definidos еп térimincs de álgebra 
Vectorial, 130, 142; definiciones de, S155 
sencia de los, 129; heptaedro, 13234 
Sasibcación de Lhuilier, TIM; concepto 
ingenuo de, 111; normales, 99; x eer 
des, %6; ociaedro, 123; unilaterales, 104, 
1182, 133; aber, Tn? mareo de cud 
dio. 36:7. S1. бб, s, 97D, 041 primi 


109, 
23, 104», 1 
de V, Cy 
99, 118, 
n cavidades, 99, 12s, 


а lados, 34-6, 49-50, 
131 ¿sistemas de, 313, 90-1; triangulares 
35,93 
Positivismo lógico, 189, 113 
Politopos, 130; nis polledeos. 
Pragmatismo, 73 
Procedimientos de prueba, 1284, 167; se 
Problemas, 22; no se resuelve el problema 
que se ha propuesto resolver, 110; situa 
ón problemática, 1874; problema a de 
mostrar, 239, 58, 82; la investigación 
cientifica empieza y termina con proble. 
mas, 126, 
Procedimiento de decisión, 19, 128. 
Profondidad de una prueba, 77-9, 118, 142. 
Prueba y refuticiones: rebaurizo de ed mé 
todo de pruebas y refutaciones», 76; uni. 
dad dialéctica de, 54; reglas heurísticas 
de, 67, 76-8; el método. de, 6575, 6% 
Pruebas, 236r; normas cambiantes de las 
13334; cres de las, 2630, 
transparentes. 70: mát profundas 
85-5; pruebas diferentes suministra dis 
tos teoremas, B35; dominio de, 820; 
cuclidea, 1280; finales, 81-4, 117; forma. 
les, 16, 147-48; más riguroias y de más 
alcance, B4; perfectas frente a imperfectas, 
162; y análiza de la prueba, 1019, antece. 
коша de las pruebas, 178; probar después 
de mejorar, 128; reglas de, 76°; como 
estado del método de pruebas y refuta 
ciones, 149-8: como contratación, 412, 
937; que no prueban, 47, 58; para mejo: 
rar, 29, 48, 54, 59; extensiones triviales 
delas, 1173 válidas, 12195 sin conjetura, 
эв; mos analisis de la prueba, procedi 
miento de la prueba, experimento mental 
Pruebas y tefutaciones: у conceptos, 
109-10; descubrimiento de, 160.64 logica 


seba, 66; heurísticas, 113-14; importa 
ancia, 108, 119; la fala 
ies produce un descuido del 
de la prueba, 67; lógicas y heurí 
11214; generadas por la prueba, 
i teóricas frente a ingenuas, 117-19; 
г contriejemplos. 
Regreso infinito, 71a, 76i nice pruebas, infi- 
nitud viciosa, 
Rendición: método de la, 31e. 
Retransmisión de la falsedad, principio de, 
e 8I 


concepto de rigor de Abel 


y Cauchy, 161#; absoluto, 46s, 71; revolu 
ión de Cauchy. Wejerstrass del, 74, 143 
Ma; conexiones con pruebas de mayor 
alcance, 142; grados de, 68-70; y contra 
ejemplos de Fourier, 151-52; y análisis de 
la prueba, 67-9, 737; y escepticismo, 143; 
suficiente, 73; Wes pruebas. 


Series de potencias, 156- 
Series divergentes, 160, 
Simplicidad, 845, 


dominio 4 
eba, 70, 109, 150; frene a conjetura, 


lógicos y descriptiv 
perfectamente con formar 
vos), 147; primitivos, 131, 137; especifi 
. упо específicos, 131, M7; técnicos, 
168; séase traducción 

Topología, 355, 79. 83, 1129. 1178, 121 

Traducción y definiciones, 145; problema 
dela, 127-41; procedimiento de, 143; al 
unos ejemplos, 147#: traducción verda. 
dera, 195 

Triada hegeliana, 148#, 168-70, 173. 

Tündes, 37, 84, 112r. 


Variación acotada, origen y descubrimiento, 
17076. 

Verdad: cierw, 83; retransmisión dela, 81 

Verificación, 101 


Vértices, 22; límite de, 137-38; suma de, 
136; indefinidos, 129. 


